




Prova 2 – 14/10/2013 – Turma A

Questão 2. (3,0) Seja f : R2
→ R, f = f(x, y), uma função de classe C2 e defina

g(u, v) = f(u2 − v3, 2u2v).

a) Determine
∂2g

∂u∂v
em termos da função f e de suas derivadas parciais de primeira e segunda

ordem.

b) Se 2x+ 4y + 3z = 4 é a equação do plano tangente ao gráfico de f no ponto (0, 2, f(0, 2)),
determine f(0, 2), ∇f(0, 2) e ∇g(1, 1).

c) Sabendo que
∂2f

∂x2
(0, 2) = 2,

∂2f

∂y2
(0, 2) = 4 e que

∂2f

∂x∂y
(0, 2) = 1, calcule

∂2g

∂u∂v
(1, 1).

Solução Primeiramente, observamos que g é uma função de classe C2, ja que é composta de f ,
que é de classe C2, com as funções x = u2−v3 e y = 2u2v que são de classe C∞ em (u, v). Dessa
forma, as derivadas mistas de f e as derivadas mistas de g são iguais (Teorema de Schwartz).

(a) Usando a Regra da Cadeia, temos

∂g

∂v
(u, v) =

∂f

∂x
(u2 − v3, 2u2v) · (−3v2) +

∂f

∂y
(u2 − v3, 2u2v) · 2u2

e, portanto,

∂2g

∂u∂v
(u, v) =

∂f

∂y
(u2 − v3, 2u2v) · 4u

+

[

∂2f

∂x2
(u2 − v3, 2u2v) · 2u+

∂2f

∂y∂x
(u2 − v3, 2u2v) · 4uv

]

· (−3v2)

+

[

∂2f

∂x∂y
(u2 − v3, 2u2v) · 2u+

∂2f

∂y2
(u2 − v3, 2u2v) · 4uv

]

· 2u2.

Logo,

∂2g

∂u∂v
(u, v) = 4u

∂f

∂y
(u2 − v3, 2u2v)− 6uv2

∂2f

∂x2
(u2 − v3, 2u2v)

+(4u3 − 12uv3)
∂2f

∂x∂y
(u2 − v3, 2u2v) + 8u3v

∂2f

∂y2
(u2 − v3, 2u2v).

(b) Como z = f(2, 0)+ ∂f
∂x

(0, 2)(x−0)+ ∂f
∂y
(0, 2)(y−2) e z = −2

3
x− 4

3
y+ 4

3
são duas equações para

o mesmo plano tangente ao gráfico de f no ponto (0, 2, f(0, 2)), identificando coeficientes,
obtemos

∂f

∂x
(0, 2) = −

2

3

∂f

∂y
(0, 2) = −

4

3
e f(0, 2) = −

4

3
.

Logo, f(0, 2) = −4

3
, ∇f(0, 2) = −2

3
(~i+ 2~j) e g(1, 1) = f(0, 2) = −4

3
.

Como ∂g
∂u

(u, v) = ∂f
∂x

(u2−v3, 2u2v)·2u+∂f
∂y
(u2−v3, 2u2v)·4uv, temos∇g(1, 1) = −2

3
(10~i+~j).

(c) Quando (u, v) = (1, 1), temos (x, y) = (0, 2) e portanto

∂2g

∂u∂v
(1, 1) = 4

∂f

∂y
(0, 2)− 6

∂2f

∂x2
(0, 2)− 8

∂2f

∂x∂y
(0, 2) + 8

∂2f

∂y2
(0, 2)

= 4× (−
4

3
)− 6× 2− 8× 1 + 8× 4 = −

16

3
+ 12 =

20

3
.

2
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3. (2,5) Seja 7[ o plano tangente ao gráfico de uma função f em um ponto (XO,yo,f(xo,Yo)).

Seja (' (t) = (1 + t, t), t =I=-Ouma parametrização para a curva de nível 1 de f e suponha

que (xo, Yo) = ('(to) para algum to. Determine uma equação para o plano 7[sabendo que ele

contém os pontos (1, 1,~) e (4,1,2).

C!.ow.JJ
~

( ,(~)) := !, V~'O, ieMO~:

Vf(~(t)).~'{-l) =0, ~-t..*O

~Q.,\.Q t ~ tO: \7 f (r ( ~o) ) · (- 1/~ 1) = o

L~ I \7R\f Ito) ') e' da ~K.~ "À t 1, I(t"t)

fo..tO- nQaú.LM- iÂ € I~. 6Jl24u
cQ.W I ~ (~tto)) = /\

".oro é91(.
1

~\õ' \c,,) =' ~/~ e a. 12-cqu.o.ç& d..::> ~I(LLW
li' ~:

"À(,,-(lil/~))+ ?\/'t:.~(y-~)+(-!)(~-l) =0 (j()

6C\6~};t.uiu.civ (x.y,~),,~ (!, ~II/z.) e. \>'"
\q, 1,2)
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( 1 ) 'À ( - (/ \; o) +

?\I t~ (1- \:-0) -f. 1/7- = O

(ir) 'Â ( ?> - V to) + ?\! ~~ ( ~ - bo') - 1

.:=. o - - \
~

fQ~eu.Ó-0 (1) -(IO ob~
_o>..-J,3/;}..=O =)[0-V..2,

Su.~ktMi1Acio A=-If~ euJ (1) ~6~r~
:.~\

I

Su.bA hlwilC9-D /Â."'-Ib. e
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-A-

4. (1,5) Seja f : IR2 ~ IR uma função diferenciável tal que as imagens das curvas

e

CT(U) = (senu, cosu, cosu - cos3u - senu),u E [O,27T]

estão contidas no gráfico de f. Determine a eqvação do plano tangente ao gráfico de f no

ponto (1, O,f(l, O)).

r (O) = (J Io I -J) ~ CT(li/2) := (1 ,O, .J); t (~10) ... -.1

(bu.w 1m (t) e ! m (ô). eAr&o (JJ uJ:i~ 1A.O

~d~C-o cb ~l.A-U~ dJfv-ouCÁ~ l' AO~

~ ~'(O) e ~1(1i/2.) ~ã.:J ~ ~~
OW

P
l~ ~ Cf5:J G ~'CO ct.o i

e-,m. (J,O,-l). CDlLvO (~(J/O))~(J'o)(-~"~

~ Ll LU ~ lM1 cu.a.Q ,a. ~ t ~( CÀÁLÜ
t ~tt&J;

-') I -) J )y\, ~ (o) =: o €- y\.(j {fJ/2. ~ Q. (~)

V(J) Cu~ {a&üJ

õ'
I(-t) : ( ~

I 2. t, l\ta.t f, 't,Z ~ 2..t _ j ') ==') ~I (o) = ( j 10, - 1)

CS '(lt ') -= (~U j~ LtI
. ~ lÁ + oufu kMl-L- CJ)U)~)

~ I (u/2.) = (o, -i, - ~')

1-e (~) ,e~ ~

~ (1,Q) -+ .i '" o :?-t-
(J,o) ~-1

O' x. ..
:.") )("

- ~ (J O ) ... 1
::: o 'Z11.1(J/o) '" 1

C;>J ' J ~

O 1>\0-u.0 ~do ~ Qquo.~:
_l(")(_\)d('/-O)-l(~+.n:::o ,'Ou ~Q)

/"

j'Á-Y t~:O







Prova 2 – 14/10/2013 – Turma B

Questão 2. (3,0) Seja f : R2
→ R, f = f(x, y), uma função de classe C2 e defina

g(u, v) = f(2u2v, u2 − v3).

a) Determine
∂2g

∂u∂v
em termos da função f e de suas derivadas parciais de primeira e segunda

ordem.

b) Se 4x+ 2y + 3z = 4 é a equação do plano tangente ao gráfico de f no ponto (2, 0, f(2, 0)),
determine f(2, 0), ∇f(2, 0) e g(1, 1).

c) Sabendo que
∂2f

∂x2
(2, 0) = 4,

∂2f

∂y2
(2, 0) = 2 e que

∂2f

∂x∂y
(2, 0) = −1, calcule

∂2g

∂u∂v
(1, 1).

Solução Primeiramente, observamos que g é uma função de classe C2, ja que é composta de f ,
que é de classe C2, com as funções x = 2u2v e y = u2−v3, que são de classe C∞ em (u, v). Dessa
forma, as derivadas mistas de f e as derivadas mistas de g são iguais (Teorema de Schwartz).

(a) Usando a Regra da Cadeia, temos

∂g

∂v
(u, v) =

∂f

∂x
(2u2v, u2 − v3) · 2u2 +

∂f

∂y
(2u2v, u2 − v3) · (−3v2)

e, portanto,

∂2g

∂u∂v
(u, v) =

∂f

∂x
(2u2v, u2 − v3) · 4u

+

[

∂2f

∂x2
(2u2v, u2 − v3) · 4uv +

∂2f

∂y∂x
(2u2v, u2 − v3) · 2u

]

· 2u2

+

[

∂2f

∂x∂y
(2u2v, u2 − v3) · 4uv +

∂2f

∂y2
(2u2v, u2 − v3) · 2u

]

· (−3v2).

Logo,

∂2g

∂u∂v
(u, v) = 4u

∂f

∂x
(2u2v, u2 − v3) + 8u3v

∂2f

∂x2
(2u2v, u2 − v3)

+(4u3 − 12uv3)
∂2f

∂x∂y
(2u2v, u2 − v3)− 6uv2

∂2f

∂y2
(2u2v, u2 − v3).

(b) Como z = f(2, 0)+ ∂f
∂x

(2, 0)(x−2)+ ∂f
∂y
(2, 0)(y−0) e z = −

4

3
x− 2

3
y+ 4

3
são duas equações para

o mesmo plano tangente ao gráfico de f no ponto (2, 0, f(2, 0)), identificando coeficientes,
obtemos

∂f

∂x
(2, 0) = −

4

3

∂f

∂y
(2, 0) = −

2

3
e f(2, 0) = −

4

3
.

Logo, f(2, 0) = −
4

3
, ∇f(2, 0) = −

2

3
(2~i+~j) e g(1, 1) = f(2, 0) = −

4

3
.

(c) Quando (u, v) = (1, 1), temos (x, y) = (2, 0) e portanto

∂2g

∂u∂v
(1, 1) = 4

∂f

∂x
(2, 0) + 8

∂2f

∂x2
(2, 0)− 8

∂2f

∂x∂y
(2, 0)− 6

∂2f

∂y2
(2, 0)

= 4× (−
4

3
) + 8× 4− 8× (−1)− 6× 2 = −

16

3
+ 28 =

68

3
.

1
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3. (2,5) Seja Tfo plano tangente ao gráfico de uma função f em um ponto (XO,yo,f(XO,yo)).

Seja ry(t) = (t,1 + t), t =I-Ouma parametrização para a curva de nível 1 de f e suponha

que (xo,Yo) = ry(to) para algum to. Determine uma equação para o plano Tfsabendo que ele

contém os pontos (1,1,!) e (1,4,2).

Cou.w ~('r(~))=j, >.Iuo, kLLu:l1: Vf(dt))'d"(I:) "O

\0.('0 h tO) \7 fCd 00)) · (J
J

- '/I:Õ ') "o .
"'I/tF O

lO&-D, D o€tJ, \7f(f(\,c)) ci da ~l,LlOv 'À(I/~ li)

pcuo- ~UJ.).). ? e IR Ne4 tP CQAo)

~ ~ (\oQ)) := 'A / ti:, ~ ~ (r (~)).. j\
, 5~ *"

e Q Q cru 0-qaA) cL:J
W
lOJ...W H e:

t. (x- to) + ';\ ( Y-I - \1\:0) - ! (~ -! ') = O (~)
5lJ.b~h'buJ~.o (x\'�,=t.') 10~ (!,1, t/z) e. ~1"1 (J,~t2)

c>\'~ ~ ~'1l.lo.cpêo"
( I) 'Â( t~ (, - to') + 'í\ ( - I/ ~o '> ~ II(.

:: o
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fP.~eu.cto (~) - (:1\) o 6euwS -::>.')....3/z '" o =~

St.tb~h'-ktiu(io 1--" I/J., em (r), ob\uu..o~ :~
Sl.l~ tit:Ui v.ck> ~ (~') o61euill~ Q ~l.lo.~

ciN

?lc::LLW~

li



-B-

4. (1,5) Seja j : IR2 ~ IR uma função diferenciável tal que as imagens das curvas

e

o-(u) = (cosu, senu, cosu - cos3u - senu),u E [0,2n]

estão contidas no gráfico de f. Determine a equação do plano tangente ao gráfico de j no

ponto (O,l,j(O,l)).

'r (O) -::(O, j, -1) ~ (j (\i h.') =-() ,J I -1) j ~
(O, .t.) = -l

.Cou..o 1m (r) e .IW\Gr)eAt& eouiA'dM Ilw crà~w
da ~lX)-CÍN ~~u.Qichcl f I -4Q~ qu&
r'(o) e \f' (fJ/~ ~OO ~~ ~cu.aQQ~ CW flCl.U.D

st~ 0.0 ~Rw clRf ~ (O,J( -i). tCoLU-O
R ~ (~(o, 4), ~(OtJ), -.\.) ~ tLw vdGK- LW~

Q ~k p(atw r ~ ..

n. 0"(0) = O e. r\. <s' (u/~) t:: O (~)
VO\L out..D locto/ 0'Itt)a\~:l:,1J ~e..btl.~2.t--1) =,)~'{Q)1:(O/j,-l)

Q (j '(..ti.) -:: (-~V\ u.) c.osu..J.. &eY)U. + 3~u &tY1u c..osu..) o)" (rif2.) : (-j,o, -.1)

As. ~L-lo.qDeA 0-u (~) 1:CQ.LU., ..

iS(OI~);.l =0 _) ~(OIJ)=j
- ~ (o( ~) -+ 1 ::: O e ~ (O j) ~ -1CY)(. ól b '

O ~lQvÁ) p-ctl~ ~ ~~
I C X.-Y-2-=O


