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Questao 1. Apenas uma das fungoes f ou g abaixo admite plano tangente a seu grafico no ponto
P =1(0,0,0):

J;Z

flay) =4 2y ) 7 0.0 gla,y) = (2% +37) sen (zﬁiyz> ,se (z,y) # (0,0)

0, se (z,y) = (0,0) 0, se (z,y) = (0,0)

(a) Determine uma equagao para esse plano.

(b) Justifique cuidadosamente por que a outra fun¢ao nao admite plano tangente em P.

Resolugao:
0 0) —g(0,0
0 0,y) — (0,0 “sen () — 0 1
—g(0,0) = lim 9(0,9) = 9(0,0) = lim% = limysen (—) = 0.
oy y—0 y—0 y—0 Y y—0 Yy

o 90+ 0+k) —g(0.0) 52(0,0)h — 32(0,0)k
(h ) (0.0) VhZ 1 k2 B

(h? + k?) sen (7527 ) k

= i L = lim VA2 + E2sen () =

(h,k)lgéom Vh?+ k2 (h7k)1E%070) Tsen (h2 + k’z) 0
Portanto, ¢ é diferenciavel em (0,0) e

9g 9g
=~ 9(0,0) = 520,00z~ 0) + 22(0.0)(y ),

ou seja, z = 0 é a equagao do plano tangente ao grafico de g no ponto (0,0, 0).

b) %(0,0)—9161&1) pr = lim 0 = 0.
97 0,0 = 1 L0V SO0 _
dy y—0 y—0 y—0
o FO+R0+E) - £(0,0) — 52(0,00h = 55(0,0)k
(h )2 (0.0) N B
h2k

(ndo existe)

= lim
(hk)=(0,0) \/h? + k2 (h? 4 k2)
Portanto, f NAO é diferencidvel em (0,0), ou seja, o grafico de f nao admite plano tangente

no ponto (0,0,0).
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Questéo 2. Seja z = f(z,y) uma fungio diferencidvel em R?. Suponha que o plano tangente ao

gréfico de f no ponto (1,2, f(1,2)) tem equagiio 2z — 3y + 2z — 1 = 0.

(a) Determine f(1,2) e V£(1,2).

(b) Sabendo que v : R — IR? é uma parametrizacio derivavel de uma curva de nivel de f, que
7'(~1) # 0 e que y(—1) = (1,2), determine uma equacéo para a reta tangente a curva 7 em
(1,2).

Q) (1, 2, f@ )) esta no P’CLU:O &X ~ %Lj+%(2ﬂj;9

=> &35~ 32+2.Mu2)=1=0 ><{?(J 2)~5@

(2, 32\//(@112) 6—1@(12) J>=>

L (4,2) = -1 | @ﬁh )= 8 {‘7123 lj/2)
> \()

5) V(,2) ko p{-1) ya gub F o

Ao wa’Q/Q (f(aut:mﬁQ aQ QUJU WUQJQJQ
:f .

L0,
Jx@w Q%OW

(f\ Ly & (3,2, AR \
)\_/

() 4@ € @ e S
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Questdo 3 (Valor: 1.5+1.0=2.5 pontos). Seja f : R> — R uma fungdo de classe C> em R? e consi-
dere a fungdo g : R?> — R dada por

g(s,t) = sf(3s% + £2, —s +2t).

(a) Determine, em funcao das derivadas parciais de f, as derivadas
g d0 (9dg
g(s,t) (& g <§> (S,t).

2

(b) Calcule aa—ag( 1,1), sabendo que

V£(4,3) = (3v2,4V2), az—f(4 3) =2, az—f(4,3):1 e %(4,3)_4.

9x2 912
Solucgao.
(a) Fazendo x = x(s,t) = 3s> +t? ey = y(s,t) = —s + 2t e usando a regra da cadeia, temos
%y - O (o 1o 12 2 (o )
Bt = S s | Een G0+ LEnen

gf(?,s + 12, —s +2t) — %(352—1—1‘2,—3—&—21‘)}.

(3% + 2, —s +2t) +s {65

Como f é de classe C? entdo ¢ também o é e, pelo teorema de Schwarz, segue-se que
w(5)en = 5 (3) e

- 2 {f(x, Jrs|FenGen+ LanPen|}

- LenGen+Eenen

ox
[92 x 2 x
+5 _%<x,y>37<x,s> + ) 53] S0
[ oL B+ S L ! x9)| 1
r 2
4 | S + af L g sn)
2
= 2tgf(x y) +Zajyr(x y) + 1252 { g jzr(x y)+ ayafx( ,y)}
2 2
s |t5 L)+ 3L )]
= Ztgl(x,y)+2%(x,y)
2
+12s t%(x,y) 25%(3{,]/) + (1252 — ZSt)aaygx (x,v).

(b) Como x(—1,1) = 4, y(—1,1) = 3 e a funcdo g é de classe C? entdo, substituindo os valores
dados no enunciado, obtemos
2

0%g
s LD =55 (-11) = 14v/2 - 30.

sot
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Questao 4. A funcao f: R?* — R ¢ diferencidvel em (5,—1) e a pardbola x = 2y*> — 3y é a curva

de nivel 2 de f. Sabe-se ainda que a imagem da curva

2 —t+2
y(t) = <t2+1,—t+1,t2_t> (t>1)

estd contida no gréfico de f.

Determine o vetor V f(5,—1) e calcule a derivada direcional de f em (5,—1) e na direcéo e sentido

do versor de v = (—1,1).

Solugao'.

af of

Denotemos V f(5,—1) = (%, 3y

) = (a,b).

(i) Do fato de x = 2y* — 3y ser a curva de nivel 2 de f, podemos fazer y = t e x = 2t*> — 3t e obter
a parametrizagao o(t) = (2t — 3t,t). Note que o(—1) = (5, —1), o'(t) = (4t — 3,1). Também

é importante notar que f(o(t)) = 2 para todo t.
A regra da cadeia nos ajuda a derivar a ultima expressao: Vf(o(t))-o'(t) = 0,Vt
Em particular, para t = —1, obtemos

VIG5, ~1) (~7,1)=0& (a,b)- (-T,1) =0 —Ta+b=0

(ii) Como a imagem da curva v estd contida no grafico de f é possivel concluir que

2 —t+2
fE2+1,—t+1)= t2+’ para todo t. Derivando em relagao a t, obtemos:
2 _ (2t -1)(=2)
Vit +1,—-t+1)-(2t,-1) = o (confiral)

Para ¢t = 2 obtemos
Vf5,—-1)-(4,-1) = _46<:>4a—b— —;)

Portanto, a = 3, b=1 e Vf(5,-1) = (3, 1).

a —
Finalmente, como f é diferencidvel, vale a férmula 8{(5, —1)=Vf(5,-1)- |1i|| Logo,
U U
of 17 1 3

8717(5’ -1) = (§> 5) ' ﬁ(—l, 1) = NG

lveja outra solucao na prova tipo B
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Questao 4. A funcao f: R* — R ¢é diferencidvel em (—1,5) e a parabola y = 222 — 3z é a curva
de nivel 2 de f. Sabe-se ainda que a imagem da curva
) t2—t+2

estd contida no gréafico de f.

Determine o vetor V f(—1,5) e calcule a derivada direcional de f em (—1,5) e na diregao e sentido

do versor de v = (—1,1).

Solucgao?.

(i) Como a pardbola y = 2x? — 3x é curva de nivel 2 de f e o ponto P = (—1,5) pertence & pardbola,
podemos concluir que f(—1,5) = 2 e que o vetor gradiente Vf(—1,5) é ortogonal a pardbola no
ponto P. A inclinacao da reta tangente a parabola em P pode ser obtida pela derivada ¢y = 4x — 3.
Para x = —1, a derivada ¢ igual a —7. Assim, o vetor (1,—7) tem é paralelo a reta tangente a

pardbola em P e portanto, Vf(P) = (7, a), para algum « € R.

(ii) Por outro lado, notamos que v(2) = (—1,5,2) = (—1,5, f(—1,5)) = Q. Como a imagem da
curva 7y esta contida no gréafico de f, a reta tangente a curva vy em () esta contida no plano tangente

ao grafico de f em . (A existéncia do plano tangente é garantida pelo fato de f ser diferencidvel
of .\ Of
“Jpy 2L

em P.) Sendo assim, o vetor v’(2) ¢é ortogonal ao vetor 7 = ( (P), —1>, que ¢ normal ao

plano tangente ao grafico de f em Q.

—4t 42 _
Como 1/() = (126, 2 ) 04/(2) = (-1.4,8). temos
, R 3 3 1
~'(2)-n=0«& <—1,4,—2> (Ta, a,—1) :0(:)—70z+4a+§ =0ea= 5
71
Portanto, V f(—1,5) = (5, 5)
Podemos calcular a derivada direcional pedida usando a férmula ?(P) = Vf(P)-1u (que
m
0 71 -1 1 3
vale sempre que f for diferencidvel e @ for unitério), obtendo —{(P) = (, ) N, = =
O 2’2 2" V2 V2

2yveja outra resolucdo na prova tipo A



