Questao 1. (3,0) Seja f(x,v) = /x? — y? + 4. Utilizando o sistema de coordenadas abaixo:

a) determine e represente o0 dominio maximo da fungdo f;

b) determine equagdes para as curvas de nivel k de f parak =0,k = v/3,k =2 ek = /8. Faca

//

a) Doms = {(x,y) € R? : x* —y> +4 > 0}.

0 esboco dessas curvas.

2 2
Py +4>0 = 22—y > -4 = <%> —<§> <1 = odominiode f é aregido do
. . y 2 x\ 2
plano compreendida entre as componentes da hipérbole (5) - (E) =1

b) Vx2—y2+4=k = 2—y*+4=k = |2-y =K 4|

2 2
) (=0 = P-p?=(02-4 = P-2=4 = | (1) = () =1 (hipérbole

- que é o bordo do dominio de f).

i) (ko =+3) = 22—1>=(vV3)?—4 = 22—y>= -1 = |y> — 2?2 = 1| (hipérbole)

iii) (k3 =2) = x*—y>*=(2)2-4 = |®2—y*=0| = (x+y)(x—y) =0. (parde

retas concorrentes y = —x ey = x)

iv) (ky = \/g) = xz—yz — (\/5)2_4 - xz—yz — 4 = (_)2_<%)2:1.
(hipérbole)




(4,0) Questdo 2. Considere a esfera x> + (y — 1)2 + z2 = 1 e a parte do cone x> + y? —z2 = 0
com z > 0. Seja C a curva dada pela intersec¢do destas superficies.

a) Determine uma parametrizagdo para a curva C, explicitando o seu dominio.
b) Escreva a equagdo da reta tangente a curva no ponto P = (0,1,1).
¢) Determine os pontos sobre a curva C mais distantes da origem.

Solugido.
a) Podemos isolar z2 = x% + y? na equagado do cone e substituir na equacio da esfera, obtendo x* + > —
y = 0, que é uma equagdo que envolve apenas as varidveis x e y. Esta tiltima equagdo é equivalente

el -]

1 1 1
Podemos escolher x(t) = 5 Cost, y(t) = 5 T osente, substituindo na equagdo do cone, obtemos

1 1 1 1
2 = — — > — = -
z%(t) 5 T 5sen t. Como z > 0, temos z(t) = 4/ ) sen t.

Portanto, uma possivel parametrizacdo é

a

1 1 1 1 1
t)=1| = P t -+ = t],t 2
(1) <2cos,2—|—2sen, 2—l—zsen ), € [0,27]

b) Observamos que P = (0,1,1) = 7(%) Portanto, o vetor tangente a curva em P serd dado por

T
,.)//(7).
2

1 1 V2 cost

"H=(-= t = f,—

Como 7/ (t) ( 2sen,zcos,4 T et

Assim, uma equagao para a reta tangente ¢é

(x,y,z) =(0,1,1) + A(—1,0,0),A € R

), o vetor tangente é ( - 1,0, 0).

¢) A distancia entre a origem e um ponto qualquer 7(t) da curva é dada por

d(t) = \/Bcost]z%— [;—I—;sentr+ {(;+;sent);r =1+ sent

Como a fungdo raiz quadrada é crescente, o valor maximo da fungdo d serd obtido para o valor

. 7T . . .
de t que torna maximo o valor de 1 + sent, a saber, t = 5 Assim, o ponto da curva mais distante

da origem é 7(%) =(0,1,1).



Questio 3. (3,0)

a) Decida, justificando, se existe oundo  lim  x?In(3x +?).
(xy)—(0,0)
b) Seja f a funcdo dada por

1
— 42 2 2
f(x,y) = x*In(3x* + y°) arctg <y2—x2>'

Verifique se os limites abaixo existem e, em caso afirmativo, determine seu valor. Justifique.

b.1) hm X, b.2) lim X, v).
(xy)— f( 2k (x,y)—>(1/1)f( 2

Solugao.
a) Para todo (x,y) # (0,0) em R? temos

x2
P In(3x% + %) = croa (3x% 4+ y*) In(3x* + 1?).
2 2
O fator Ty 5 € limitado, pois 0 < x? < 3x2+y?eentdo 0 < Ty < 1 (tente encontrar um

limitante superior menor).

A funcao u(x,y) = 3x* +y*écontinuae lim u(x,y) = 0. Como a fungéo In é continua temos

(xy)—(0,0)
que
- 2, .2 22y 1
(x’yl)lgbw)(B»x +y ) In(3x" +y°) = },135“1“ u.
Sendo este ultimo limite uma indeterminacdo do tipo “0 - (—o0)”, podemos aplicar a regra de
L’Hospital obtendo
1
hmulnu—hmlnTu = lim —+ = lim —u = 0.
u—0 u—0 o u—0 —Z u—0
Com isso temos que
2
lim  x?In(3x% + 12 lim ———— (3x*+°)In(3x* +y*) =0
i on* MY = (s 3 12 4 4
—— —0
limitado

b) Sendo g(x,y) = x*In(3x? + y?), temos que

lim g(x,y)=0 e ¢g(1,1) =In4.
(xy)—(0,0)

b.1) Como —g < arctg(t) < g para todo t € R temos que

. . 1
lim f(x,y) = lim ig_(x,y')/arctg <y2—xz> =0.

(xy)—(0,0) (x,y)—(0,0)
—0
limitado
T T . .
b.2) Lembrando que tlim arctg(t) = 5 11m arctg( ) = Y consideramos as curvas continuas
—00

y1(t) = (1,¢),comt < Tey(t) = (1, ) com t > 1. Obtemos entdo

1 in4

. L 2 =—
}g}} f('Yl(t)) = tlir{} In(3 + t°) arctg (t2 1) = 5
1 miln4

L 2 =
lim f(r2()) = Jim In(3+ ) arctg (;—7) = 5~

Portanto ndo existe  lim  f(x,y).
(xy)—(1,1)



Questao 1. (3,0) Seja f(x,v) = /y*> — x% + 9. Utilizando o sistema de coordenadas abaixo:

a) determine e represente o dominio maximo da fungdo f;

b) determine equacdes para as curvas de nivel k de f parak = 0,k = /8, k = 3 ek = 1/13.

Faca o esboco dessas curvas.

b + T + T
-4 -3 -2 -1
L
// L
Ll
"

a) Doms = {(x,y) € R? : y> —x* +9 > 0}.

2 2
Y¥—x24+9>0 = y¥*—2?>-9 = (g) — (%) <1 = odominio de f é a regido do
2 2
plano compreendida entre as componentes da hipérbole ( g) — (%) =1

b) V2 —x2+9=k = ¥ —x>+9=k> = |y>—x*=k> -9,

2 2
) (=0 = P-2=(02-9 = 2-y*=9 = (3) —(%) — 1| (hipérbole

- que é o bordo do dominio de f).

i) (ky=v8) = 2—x2=(v8)2-9 =y —x2=—-1 = |x2—y2 = 1| (hipérbole)

iii) (k3 =3) = > —-2*=3)2-9 = |y*—x*=0| = (y+x)(y—x) =0. (parde

retas concorrentes y = — ey = x)

iv) (k4:\/ﬁ) N yz_xzz(\/ﬁ)z_g . yz_x2:4 N <%)2_<E>2:1‘
(hipérbole)




(4,0) Questdo 2. Considere a esfera (x — 1)? +y? + z> = 1 e a parte do cone x* + y> — 22 = 0
com z > 0. Seja C a curva dada pela intersec¢do destas superficies.

a) Determine uma parametrizagdo para a curva C, explicitando o seu dominio.
b) Escreva a equagdo da reta tangente a curva no ponto P = (1,0,1).
¢) Determine os pontos sobre a curva C mais distantes da origem.

Solugido.
a) Podemos isolar z2 = x? + y? na equagéo do cone e substituir na equagéo da esfera, obtendo x> — x +
y?> = 0, que é uma equagdo que envolve apenas as variaveis x e y. Esta tltima equagao é equivalente

by o]

1 1 1
Podemos escolher x(t) = 5 T 5cost, y(t) = 5sent, e substituindo na equacdo do cone, obtemos

1 1 1 1
2 = — — > - oy by
z%(t) 5 T 5cos t. Como z > 0, temos z(t) = 1/ 5 T 508 t.

Portanto, uma possivel parametrizacdo é

a

(1) = 1—i—lcost 1sent 1—|—1cost t € [—m, |
T =g T s Ty ' ’

b) Observamos que P = (1,0,1) = (0). Portanto, o vetor tangente a curva em P sera dado por 7/ (0).

Como v/ (t) = <—lsent lcost —vasent
T= 2 2 "4/ + cost

Assim, uma equagao para a reta tangente é

(x,y,z) =(1,0,1) + A(0,1,0),A € R

), o vetor tangente é (O, %, O) .

c) A distancia entre a origem e um ponto qualquer 7(¢) da curva é dada por

a(t) = \/B—i—;costr—i— [%sentr—i— [(;—i—;cost);r =1+ cost

Como a fungdo raiz quadrada é crescente, o valor maximo da fungdo d serd obtido para o valor
de t que torna méximo o valor de 1 + cos t, a saber, t = 0. Assim, o ponto da curva mais distante da
origem é y(0) = (1,0,1).



Questido 3. (3,0)

a) Decida, justificando, se existe oundo  lim  x?In(5x* + ?).
(xy)—(0,0)
b) Seja f a funcdo dada por

1
— 42 2 2
f(x,y) = x*In(5x" + y~) arctg <7x2 —yz)'

Verifique se os limites abaixo existem e, em caso afirmativo, determine seu valor. Justifique.

b.1) hm X, b.2) lim X, v).
(xy)— f( 2k (x,y)—>(1/1)f( 2

Solugao.
a) Para todo (x,y) # (0,0) em R? temos

x2
X In(5x% +y?) = 571 (5x% 4+ y*) In(5x* + v?).
of __ ¢limitado, pois 0 5 0<. 5 <1
t itado, ta — tent t
aor5 712 > € limitado, pois < x? < 5x? +y eentao U < 532 1 12 < 1 (tente encontrar um

limitante superior menor).

A funcao u(x,y) = 5x* +y*> écontinuae lim u(x,y) = 0. Como a fungéo In é continua temos

(xy)—(0,0)
que
- 2, .2 22y 1
(x’yl)gr}O’o)(Sx +y ) In(5x" +y°) = },135“1“ u.
Sendo este ultimo limite uma indeterminacdo do tipo “0 - (—o0)”, podemos aplicar a regra de
L’Hospital obtendo
1
hmulnu—hmlnTu = lim —+ = lim —u = 0.
u—0 u—0 o u—0 —Z u—0
Com isso temos que
2
lim  x?In(5x% + 12 lim s (5x* + y*) In(5x* + y*) =0
o * MOV = (o e G Y 4
—— —0
limitado

b) Sendo g(x,y) = x*In(5x2 + y?), temos que

lim g(x,y)=0 e g(1,1) =Iné.
(xy)—(0,0)

b.1) Como —g < arctg(t) < g para todo t € R temos que

. . 1
lim f(x,y) = lim ig_(x,y')/arctg <x2—y2> =0.

(xy)—(0,0) (x,y)—(0,0)
—0
limitado
T T . .
b.2) Lembrando que tlim arctg(t) = 5 11m arctg( ) = Y consideramos as curvas continuas
—00

y1(t) = (1,¢),comt < Tey(t) = (1, ) com t > 1. Obtemos entdo

1 mlné
. Y 2 _
Jim f(n(#)) = lim In(5 + %) arctg (1 —tZ) - '

2
1 wln6
_1; 2 _
thmﬁf(’)fz( )) = tli>m1+ In(5 + t°) arctg <1 — t2> = >

Portanto ndo existe  lim  f(x,y).
(xy)—(1,1)



