1441 —161
L. Seja f(r) = (W)-g. Admita que  f'(z) = —1610T

I
(a) (0,5) Determinar os intervalos abertos nos quais f é estritamente crescente e nos quais é

estritamente decrescente;

(b) (1,0) Estude a concavidade de f e determine , caso existam, os pontos de inflexao;
(c¢) (0,5) Determine, caso existam, as assintotas de f;

(d) (1,0) Esboce o grafico de f.

Note que o dominio de f é ]0,4o00].

(a) Para determinar os intervalos pedidos basta estudarmos o sinal de f’. Logo temos a seguinte
tabela:

O<z<l|l<wz
sinal de Inz - +
sinal de _7%36 - -
sinal de f’ + -
crescimento e decrescimento de f ya N

Da tabela acima temos que f é estritamente crescente em ]0,1[ e f é estritamente decres-
cente em |1, 4o00[.

(b) Calculando f” temos

—16 [2° 4 —162*(1 —5lnz) —16(1 —5Inx)
f”(ZL’) — pT (x — bx 11113) = Ty =

26

Notemos que

1
1—51nx>0<:>5>1nx<:>e1/5>eln”“":x>0;



1
1—51nx<0<:>g<lna:<:>el/5<eln‘”:x;

1 1/5 Inz
1—5lnx:0<:>5:1nx<:>e =e'"=1.

Logo temos a seguinte tabela:

0<z<els|ellS<yp
sinal de 1 — 5lnx + -
sinal de ;—%6 - -
sinal de [’ - +
concavidade de f N U

Da tabela acima concluimos que f tem concavidade para baixo em ]0,e'/°[ e f tem con-
cavidade para cima em ]el/ 5 +o0o[. Como houve mudanca de concavidade antes e depois do ponto

e'/> e f é continua neste ponto temos que e'/® é ponto de inflexdo de f.

(c) Para determinar as assintotas de f notemos que:

1 1
lim (—(1+41n$)—3) — —00, pois lim — =00 e lim (1+4lnz) = —co.

z—0+ \ gt z—0+ 1t z—0t

Do calculo acima temos que a reta x = 0 é uma assintota vertical.

. . 1441
A seguir calcularemos lim # .
T—r+00 x

Seja l(x) = 1+4Ilnz e j(z) = 2*. Como lim [(z) = +occ e lim j(x) = +oo, temos

T—>+00 T—+00
[(x o0
que para calcular lim Q estamos no caso — e assim podemos usar as Regras de L’Hospital.
v=-too j(x) 00
Notemos que
U'(x 4 1
lim - = lim - = lim — =0.
z—+00 j’(q}) z—too 43 z—4oo 4
Portanto,
14+4In ' I'(x
g LEARE o V) —0,
T—>+00 x4 z—+00 j’(gj)

eassim lim f(x)=0—-3=-3.

T—+00

Das contas acima concluimos que a reta y = —3 é uma assintota horizontal.



1+ 41n(e'/?) g _
ed/5 07 Bed/s
os calculos anteriores podemos afirmar que o grafico de f tem o seguinte formato:

(d) Note que f(e'/?) =

—3<1-3=-2¢ f(1)=1-3=—2. De todos

T




Questao 2

(a) (1,5) Prove que para todos a,b €0, +oo[ com 0 < a < b tem-se:

arctg(2b) - b

arctg(2a) ~a’

Resolugio: Dados 0 < a < b, primeiramente observe que como b > 0 e arctg(2a) > 0 (ja que
a > 0), entdo a desigualdade
arctg(2b)

b
arctg(2a) <z

equivale a desigualdade

arctg(2b) < arctg(2a)
b a

definida no intervalo |0, +-oo[ e provemos que f é estri-

Considere a funcdo f(x) = %(2")

tamente decrescente em |0, +o0].
Temos que f é derivavel em todos os pontos de seu dominio e

1 2x— (1+4x?)arctg(2x)
~ arctg(27)) - X2 (1+ 4x?)x?

2x
Mx) —
f (‘x) - (1 + 4x2
Como x> > 0 e 1+4x?> > 0 para todo x €]0,+oo|, o sinal de f'(x) é igual ao sinal de
g(x) = 2x — (1 + 4x?)arctg(2x) para todo x €]0, +oo[. Note que g estd definidaem R e g é
continua e derivével em todos os pontos de seu dominio. Além disso, ¢(0) =0e

2
! _ . i 2y . o .
g'(x) =2 —8x -arctg(2x) — (14 4x°) ol = 8x - arctg(2x).

Logo, §'(x) < 0 para todo x €]0, +o0o[, donde concluimos que g é estritamente decrescente
em [0, +oo[. Portanto, g é estritamente negativa em |0, +oo[ e, entdo, f'(x) < 0 para todo

x €]0, +oo[. Segue que f é estritamente decrescente em |0, +-o0[, como queriamos.



(b) (1,0) Calcule, caso exista, lim (3x + cosx

) 1/sen(35x)
x—0

Resolugdo: Temos que

1
1 e In(3x+cosx)
lim (3x + cosx)sen3sx = lim eln (Bx+eosx)sends) _ Jim o™ senzo
x—0 x—0 x—0

Mas
. In(3x 4 cosx)
Iim ——M~
x—0 sen35x

é uma indeterminacdo da forma 8, ja que

limsen35x =0, lim3x+cosx=1 e limIn(3x+ cosx) =1In(1) =0,
x—0 x—0 x—0

onde a pentltima igualdade segue do fato que a fun¢do In(x) é continua.

Portanto, pela Regra de L'Hospital, temos que

i In(3x + cosx) im (3 — senx) 3
x—0  sen35x  x—0 (3x + cosx)(35c0s35x) 35
Logo,
In(3x+cosx
hm(3x + C()sx)sen135x = lime (:erESx ) — e%,
x—0 x—0

onde a ultima igualdade segue do fato que a funcdo exponencial é continua.
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4) (2,0) Considere um cone circular reto de altura 14 cm e raio 5 cm. Dentre os cilindros circu-
lares retos que podem ser inscritos nesse cone (conforme figura abaixo), determine a altura / do

cilindro que tem volume maximo.

14

Considerando os tridngulos semelhantes na figura acima temos:

h 5-—r . 14
=5 ou seja, h—14—€r

O volume do cilindro é V = rtr2h.

Escrevendo h em fungéo de r, temos a funcdo V : [0,5] — R, definida por:

3
V(r) = nr?(14 — %r) = 147(r? — %)

E sua derivada é dada por: V'(r) = 147mr(2 — %)
Temos que V'(r) =0 < r =0our = Z. (obs.: ser = 0 entdo V = 0)

Fazendo o estudo do sinal de V' temos:

Portanto, r = % é o ponto de maximo de V entdo, para que o volume seja maximo, temos

_ 14
que ter h = Fcm.



1 | —641
1. Seja f(z) = (—}—88nx> +2. Admita que  Admita que f'(z) = w_
z x

(a) (0,5) Determinar os intervalos abertos nos quais f é estritamente crescente e nos quais é

estritamente decrescente;

(b) (1,0) Estude a concavidade de f e determine , caso existam, os pontos de inflexao;
(c¢) (0,5) Determine, caso existam, as assintotas de f;

(d) (1,0) Esboce o grafico de f.

Note que o dominio de f é ]0,4o00].

(a) Para determinar os intervalos pedidos basta estudarmos o sinal de f’. Logo temos a seguinte

tabela:
O<z<l|l<wz
sinal de Inz - +
sinal de ;—%4 - -
sinal de f’ + -
crescimento e decrescimento de f ya N

Da tabela acima temos que f é estritamente crescente em ]0,1[ e f é estritamente decres-

cente em |1, 4o00[.

(b) Calculando f” temos

—64
F(@) =

Z 9%z = =
218 210

xz

(xg ) —642%(1 —9Ilnz) —64(1 —91Inx)

Notemos que

1
1—91nx>0<:>§>1nx<:>e1/9>eln”“":x>0;



1
1—91nm<0<:>§<lna:<:>e1/9<e1“:x;

1 1/9 Inz
1—91nx:0<:>§:1nx<:>e =e'"=1.

Logo temos a seguinte tabela:

0<z<el? e <y
sinal de 1 — 9lnx + -
sinal de ;%’él - -
sinal de [’ - +
concavidade de f N U

Da tabela acima concluimos que f tem concavidade para baixo em ]0,e'/[ e f tem con-
cavidade para cima em ]el/ 9 +oo[. Como houve mudanga de concavidade antes e depois do ponto

e'/? e f é continua neste ponto temos que e'/? é ponto de inflexdo de f.

(c) Para determinar as assintotas de f notemos que:

1 1
lim (*(1+81n$)+2) = —00, pois lim — = +o0o e lim (1 +8Inz) = —cc.

z—0+ \ g8 z—0+ 18 z—0+

Do calculo acima temos que a reta x = 0 é uma assintota vertical.

. . 1+8l
A seguir calcularemos lim ~rems
T—r+00 xs

Seja I(x) =1+ 8Inz e j(zr) = 2%. Como lim [(z) = +occ e lim j(x) = +oo, temos

T—>+00 T—+00
[(x o0
que para calcular lim Q estamos no caso — e assim podemos usar as Regras de L’Hospital.
v=-too j(x) 00
Notemos que
U'(x 8 1
lim - = lim % = lim — =0.
T—+00 j’(q}) z—+oo 7 z—4o0 18
Portanto,
1+ 8In ' I'(x
T L K10 R R C) —0,
T—+00 8 T—+00 j’(gj)

cassim lim f(z)=0+2=2.

T—+00

Das contas acima concluimos que a reta y = 2 é uma assintota horizontal.



1+ 8ln(e!/?

1+8In(e®) o _
08/9 0e8/9

calculos anteriores podemos afirmar que o grafico de f tem o seguinte formato:

(d) Note que f(e'/?) =

+2<14+2=3¢ f(1)=1+42=3. De todos os

d




Questao 2

(@) (1,5) Prove que para todos a,b €]0, +o00o[ com 0 < a < b tem-se:

arctg(3b)

b
arctg(3a) <

Resolugio: Dados 0 < a < b, primeiramente observe que como b > 0 e arctg(3a) > 0 (ja que

a > 0), entdo a desigualdade
arctg(3b)

b
arctg(3a) <

equivale a desigualdade
arctg(3b) < arctg(3a)

b a '

Considere a fungdo f(x) = %(3’() definida no intervalo |0, +-oo[ e provemos que f é estri-

tamente decrescente em |0, +o0[.
Temos que f é derivavel em todos os pontos de seu dominio e

1 3x— (1+9x?)arctg(3x)
—anctg(3n)) - 7 = T g

f@) = (rgm

Como x> > 0 e 1+9x> > 0 para todo x €]0,+oo[, o sinal de f'(x) é igual ao sinal de
g(x) = 3x — (14 9x?)arctg(3x) para todo x €]0, +oo[. Note que g estd definidaem R e g é
continua e derivével em todos os pontos de seu dominio. Além disso, ¢(0) =0e

3
/ . . . AN . .
¢'(x) =3 —18x - arctg(3x) — (14 9x7) T 0:2 = 18x - arctg(3x).

Logo, ¢'(x) < 0 para todo x €]0,+oo[, donde concluimos que g é estritamente decrescente
em [0, +oo[. Portanto, g é estritamente negativa em |0, +o0[ e, entdo, f'(x) < 0 para todo

x €]0, +oo[. Segue que f é estritamente decrescente em |0, +-o0[, como queriamos.



(b) (1,0) Calcule, caso exista, lim (2x + cosx

) 1/sen(45x)
x—0

Resolugdo: Temos que

1
1 e In(2x+cosx)
lim (2x + cosx )senty = lim el (2¥Heosx)send5) _ Jipy o™ centse
x—0 x—0 x—0

Mas
. In(2x 4 cosx)
im ——~2
x—0 sendbx

é uma indeterminacdo da forma 8, ja que

limsen45x =0, lim2x+cosx=1 e limIn(2x + cosx) =1n(1) =0,
x—0 x—0 x—0

onde a pentltima igualdade segue do fato que a fun¢do In(x) é continua.

Portanto, pela Regra de L'Hospital, temos que

i In(2x + cosx) im (2 — senx) 2
x—0  send5x x50 (2x + cosx)(45cosd5x) 45
Logo,
In(2x+cosx
hm(Zx + Cosx)sen145x = lime ferile ) — ezT25,
x—0 x—0

onde a ultima igualdade segue do fato que a funcdo exponencial é continua.
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4) (2,0) Considere um cone circular reto de altura 16 cm e raio 5 cm. Dentre os cilindros circu-
lares retos que podem ser inscritos nesse cone (conforme figura abaixo), determine a altura / do

cilindro que tem volume maximo.

16

Considerando os tridngulos semelhantes na figura acima temos:

h 5—vr 16
— = ; h=16 — —
1 5 ou seja, 6 5r

O volume do cilindro é V = rtr2h.

Escrevendo h em fungéo de r, temos a funcdo V : [0,5] — R, definida por:

3
V(r) = nr?(16 — %r) = 167(r? — %)

E sua derivada é dada por: V'(r) = 167r(2 — %)
Temos que V'(r) =0 < r =0our = Z. (obs.: ser = 0 entdo V = 0)

Fazendo o estudo do sinal de V' temos:

Portanto, r = % é o ponto de maximo de V entdo, para que o volume seja maximo, temos

_ 16
que ter h = ZFcm.



