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Q1.(2.5) Seja f(z) = |z — 4] + |z + 4.

(1.0)(a) Determine o dominio da fun¢ao, expresse f(z) sem usar mddulo e esboce o seu grafico.

Solugao: Como o dominio da funcao h(z) = |z| é R, entao a fungao f(x) = |z —4|+|x+4|
nao possui nenhuma restrigdo em seu dominio. Portanto, Dy =R. (0.1)

Agora, observe que |z — 4| = 0, quando = = 4, e |z + 4| = 0, quando = = —4. Portanto,
vamos estudar os intervalos r < —4, —4 < x <4, z > 4.

Quando = < —4, temos

lz—4] =—(x—4)=—-x+4

Quando —4 < x < 4, temos

lz—4] =—(x—4)=—-x+4

ot 4+4] =x+4 =  fle)=-r+d+r+4=8

Quando z > 4, temos

r—4) =xr—4
Ix—l—él{ —r+4 = fx)=2—4+2+4=2x
Concluindo, obtemos

—2z, r < —4
flz) = 8, —4<z<4 (0.6
2x, x > 4.

Gréfico da f:  (0.3)

(0.5)(b) Verifique se a fungao é par, impar ou injetora. Justifique sua resposta provando ou dando
contra-exemplo.

Solugao: Para verificar se a funcao f é par ou impar, vamos fazer o seguinte calculo:
flmo)=[—z—d+|-a+d[=[- @+ + - (@ -4 =z +4|+ ]z - 4] = f(2),
de onde concluimos que f ¢ uma fungao par. (0.3)

Como a fungao ¢é par, nao é injetora. (0.2)
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(0.5)(c) Encontre todos os valores de x € R tais que 10 < f(x) < 12.

Solugao: J4 eliminamos o médulo da f no no item (a). Sendo assim, estudar os valores de
x tais que 10 < f(x) < 12, é equivalente a estudar quando 10 < —2z < 12 e 10 < 2z < 12.
Temos

10< -2r<12 & -5>1> -6,

100<2x <12 & 5<x <6,
ou seja, 10 < f(z) < 12 é verdade para z € (—6,—5] U [5,6). (0.5)
(0.5)(d) Seja g(x) = /z. Encontre foge go f e seus dominios.

Solugao: Temos
foglx)=flg(x)) = Vo — 4|+ [Vz +4|,

e seu dominio é dado pelo dominio de \/z, ou seja, {xr € R:z > 0}.

go f(z) = g(f(2)) = Vo — 4] + |z + 4

e como |z — 4| + |x + 4| > 0, seu dominio serd todos os reais.  (0.5)



Q2.(3.0) Calcule o limite ou prove que nao existe:

) 99—z
(0.7)(a) lim 7

Solucgao:

i 2% @2 OBV e O-2)B+VE) 02 0 2 0g, 5
z—9 3 — \/E z—9 (3 — \/E)(?) + \/E) z—9 9 —1x z—9

i (x —1)2
) lim Y———
08){) I ==

Solucao:

1) 1
TVA ) G il (0.2)
z—1 z—1 z—1 ¢ —1

assim, para estudar este limite, precisamos calcular seus limites laterais. Sendo assim,

1) —(r—1
T VAC el S A il SRR RV P
e—1-  x—1 e—1- r —1
1) _1
T VAC ity L N S O
z—1t rz—1 z—1tx —1
- . L (=12
Como os limites laterais existem, mas nao coincidem, segue que hn% ~——— nao existe.
z— T —
(0.2)
. sen(bx)
0.8 1
(0.8)(c) lim —- —
D
Solucao: Usando o fato de que lim "NE _ Jim sen(5z) =1, (0.2) obtemos
=0 T =0 D
i sen(bx) ~ tm sen(bz) bz ©5) £ i sen(bx) 1 G
U a—=0  Hxr senw e—0  bx BE

(0.7)(d) lim 2° cos (L)

x—0 1‘2
Solugao: Para resolver este limite, vamos utilizar o teorema do confronto. Para isto
observe que,

1 1
—1 < cos (—2) <1= —25<abcos (—2) < 2% (0.3)
T x

e além disso,

lim —2° = lim 2% = 0. (0.2)
x—0 z—0

Portanto, pelo teorema do confronto, concluimos que

x—0 €T

1
lim z° cos <—2> = 0. (0.2)



Q3.(1.5) Encontre os valores a e b, se possivel, tais que a fungao

?4+r—1, sex<l,
flz) =< azx+b, sel <z <2,
% — 2, sex > 2

seja continua para todo x. Justifique.

Solucao: Como 22+ — 1, ax + b e 22 — 2, sdo polindmios, e como todos os polindmios sao
fungoes continuas, segue que f é continua em (—oo, 1) U (1,2) U (2,400). (0.3) Assim, basta
verificar a definicao de continuidade para a f nos pontos z =1e z = 2.

Calculando os limites laterais em x = 1, obtemos

lim f(z) = lim (2* + 2 —1) =1,

z—1— r—1—

lim f(z)= lim (az +b) =a+ 0.

z—1t z—1+

Como queremos que f seja continua, devemos ter que
f(l)=a+b=1.(0.5)
Por outro lado, para x = 2, obtemos

lim f(z) = lim (ax +b) = 2a + b,

r—2~ Tx—2~

lim f(r) = lim (2 —2) = (-2)? —2=4—-2=2.

2t z—2+1

Como queremos que f seja continua, devemos ter

f(2)=2a+b=2 (05)

a+b =1
2a+b = 2

Resolvendo o sistema, concluimos que para f ser continua, devemos tera =1eb=0. (0.2)

Portanto, a e b devem satisfazer



Q4.(1.5) Use o Teorema do Valor Intermedidrio (TVI) para mostrar que a equagao
e =2—x
tem pelo menos uma raiz real.

Solucao: Mostrar que a equacao acima tem pelo menos uma raiz real é equivalente a mostrar
que a fungao f definida como f(x) = e” — 2 + x possui uma raiz real. (0.3)

Como a f definida acima, é continua, pois a funcao exponencial é continua e o polinémio
—2 4+ x é continuo, entao podemos utilizar o Teorema do Valor Intermediario para mostrar que
a funcao f definida acima possui uma raiz real. (0.3)

Para isso, observe que (0.4)

f(0) = —24+40=1-2=-1<0
f2) = e —-2+2=¢>>0.
Como f(0) <0< f(2), (0.2) entao pelo (TVI), segue que existe um numero real ¢ € (0,2) tal

que f(c) =0, ou seja, que vale
e“=2—c. (0.3)



Q5.(1.5) Encontre as assintotas horizontais e verticais, caso existam, da funcao
2
x* — 16
fl) = 575
¢+ x —20

Solucao: Assintotas verticais: Como 22+x—20 = 0 parax = —5 e = 4, entdo as possiveis
assintotas verticais para f seriam x = —5 e x = 4. Vamos verificar se elas sao realmente as

assintotas verticais. Observe que
?—16  (z4+4)(x—4) z+4
22+2—-20 (z+5)(x—4) z+5

sendo assim, x = —5 é o Unico candidato a assintota vertical. (0.4)
Para verificar se x = —5 é assintota, basta calcular lim f(r) ou 1im+ f(x). Temos que
T——5 T——5
lim z4+4=—-1e lim x4+ 5= 0, mas por valores negativos, pois neste caso r < —5, assim
T——5" T——5~
lim = —o0. Logo
z——5— T + 5 &
2 — 16 r+4
lim — = lim 00.
e~ 22+ —20 as-5-x+5
Portanto, x = —5 ¢ uma assintota vertical. (0.5)
Ou calculamos lim f(z). Neste caso, lim x+4=—1e lim z+45 = 0, mas por valores
z——51 z——5+ z——5+
positivos, pois neste caso x > —5, assim lim = +00. Logo
r——5+ T+ D
2 — 16 . x+4
lim = —00.

lim —— im
T—— 5+:c2—|—:r;—2() a——5+ T + D
Portanto, x = —5 é uma assintota vertical.

Assintotas horizontais: Vamos calcular os limites no infinito de f:

x? — 16 x? — 1 1-1
lim ——m—— lim — —‘”20 = lim —””:1,
T—— 00332—|—$‘—20 x—>—oox2 1+ — = T—— ool—|—

z? — 16 x? - 18 118
lim ————— lim — | —5%5 ) = lim —5%—; =1,
z—+oo x2 + 1 — 20 T a-rtoo 72 1+——— a:—>+ool+——x2

1 1

lim — = lim — =0. 4
pois Bt 7 = 2 =0 (04
Portanto, y = 1 é uma assintota horizontal para f. (0.2)



Questao Extra (1.0)

(0.1)(a)

(0.1)(b)

(0.8)(c)

Escreva a definigao precisa de limite lim f(z) = L.
T—p

Solugao: Para todo € > 0, existe 6 > 0, tal que, para € Dy, temos

O<|z—p|<d=|f(x)—L|<e.

1
Sejam a e b os dois ultimos digitos nao nulos de seu RA. Calcule MIIIl) —.
z—0 AT

Solugao: Temos que a,b > 1. Calculando:
1

lim — = —.
z—b AT ab

Demonstre, usando a definigao ¢, §, o limite calculado no item (b).

Solugao: Queremos mostrar que dado £ > 0, existe um ¢ > 0, tal que

1 1
O<|m—b\<5:>‘——— <e.
ar ab
Para isso, observe que
1 1 b—x 1
———| = = |b — x|.
ar ab azxb alx|b
1 3
Se conseguirmos uma constante C' > 0 tal que o < C'entao se |z —b| < Yol obterfamos
alr
que
1 1 -
——-—|<e
ar ab

Para encontrar uma constante C', restringimos x a um intervalo centrado em b. Por
exemplo, se
b b b b 3
r=b<- & ——<r-b<- & 0<<r<b
| | 2 2 2 2 27
jaque b > 1> 0. Logo,

0<b< <:>0<1<2<:>O<1 1<2
2 xr b axb  alzx|b  ab?
. 2
Assim, basta tomar C' = —.
ab?
Portanto, para que as duas restricoes
b
|a:—b|<§ e |x—b|<%

: e . [b e ,
sejam satisfeitas, basta escolher § = min e[ De fato, se 0 < |z — b| < ¢ concluimos
que

1 1 1
— ——| = |b—z| < Co <e,
axr ab| alx|b

como queriamos.



