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Questao 1 (10 pontos). Suponha que z = f(x,y), onde = = g(s,t), y = h(s,t),
9(1,2) =3, g2(1,2) = =1, g:(1,2) = 4, h(1,2) =6, hy(1,2) = —5, hy(1,2) = 10,
f2(3,6) =Te f,(3,6) =8.

Determine 0z/0s e 0z/0t quando s =1et = 2.

Solugao. Pela Regra da Cadeia, aplicada no ponto em que s = 1, t = 2, e também
x=g¢(1,2) =3,y = h(1,2) = 6, temos

= e = fa(3,6)94(1,2) + £,(3,6)h,(1,2) = (T)(—1) + (8)(—5) = —47
e, similarmente,

% = [,(3,6)g:(1,2) + f,(3,6)h(1,2) = (7)(4) + (8)(10) = 108.
Questao 2. O formato de um morro pode ser aproximado perto do seu cume pela equacao

(22% + 3y%)

z = 3000 — 1000

O eixo x aponta para o Leste e o eixo y para o Norte e as unidades correspondem a um
metro. Uma pessoa parte do ponto 100m a leste e 50m ao norte do cume.

1. (4 pontos) Se ela se dirigir para o Sudeste, ela comecard a subir ou descer? Com que
taxa?

2. (4 pontos) Em que direcao e sentido ela deverd se dirigir para descer o mais rapidamente
possivel.

3. (4 pontos) Em qual direcao e sentido ela deverd andar para subir a uma taxa de elevacao

de 1/47
Solugdo. 2.1. As derivad i %
ucao. 2.1. As derivadas parciais sdo: z, = ——, 2, = —.
¢ vadas b 250" ¥~ 500
, —100 2 -3
O valor delas no ponto P = (100, 50) é : 2,(100,50) = —— =|——| e 2,(100,50) = | —|.
250 5 10
2 3
= |Vz(100,50) = <_5’ —1—0) , € o gradiente de z no ponto P. E a derivada direcional
pedida D;z(100,50) é na dire¢ao unitdria @ do vetor 7 = (1,—-1) = @ = (\/Li’ —\%)
2,1 1 1 —1

= Dz2(100,50) = Vz(100,50) - @@

(_5)(ﬁ) + (—1—0)(—%) = 0va <0

= A pessoa vai descer com uma taxa negativa de —1/ 10v/2.

também, na diregao e sentido do vetor (4, 3).



2.3. — 12 Opcgao. Procuramos um vetor « = (a,b) tal que

2 3 1
Dz2(100,50) = (—=)a — (—=)b=~, a®* +b* =1

b=-%a—-2=a*+(—3a-22=a+¥a’+Za+ B =1

—4 +3v3 —-3F4V3
=>100a2—|—80a—11:O=>a:—\/_,b::F—\/—

10 10
- | —4+3V3 -3-4V3 | | ,—4-3V3 -3+4V3
Temos duas solugoes |17 = ( : Ye|ud=( : )| -
10 10 10 10
Verificagao de uma das solugoes:
1

(~2)a— ()= (~2)(ZHB) ~(3)(Z58) = (- & + BV +(E + ) = 1
2.3. — 22 Opgao. Se #; é o angulo entre a diregao unitaria @ = (a, b) pedida e o gradiente
V2(100, 50), entao, como |Vz(100,50)| = 1/2,

1 1
V2(100,50) - @ = |Vz(100,50)| - || cos 0; = 5 cos 0, = 1

V3

1
ou seja cos f = 3 Temos duas possibilidades sen §; = ﬂ:T.

Seja 0y o angulo entre o gradiente Vz(100,50) e o eixo z. Entao cos 0y = —%, senfy = —g.
E seja a o angulo entre a dire¢ao procurada « e o eixo dos x = a = 01 + 05.
Pelas formulas do cosseno de uma soma e do seno de uma soma
cos a = cos(f; + 03) = cos 01 cos O — sen fysen by
_ AL 3)\/3 _ —4+3V3
- 572 52 10
sena = sen(6; + 05) = sen by cos 03 — sen b, cos 6,
—( 3)1+\/§( 4)_ —3—4V3
V52 20 5 10
que corresponde a possibilidade senf; = - Isso da, novamente, como primeira
solugao, @ = (a,b) com a = #, b= %g.

=

A outra resposta sai da segunda possibilidade sen 6, = —

Questao 3. Considere a funcao f(z,y) = 22 — y?

1. (4 pontos) Dé a equacao do plano tangente ao gréifico de f no ponto correspondente a
r=2ey=1.

2. (4 pontos) Encontre e classifique os pontos criticos de f.

3. (4 pontos) Determine o valor maximo e o minimo de f na regiao 2% + y* < 8.

Solucgao. 3.1. As coordenadas do ponto Py sao
ZEOZQ, y():]., Z():f(2,1):4—1:3
e a equacao do plano tangente a z = f(z,y) em P, é

Z—2zy= fz(ﬂfo, yo)($ - l’o) + fy(l’o:?/o)(y - y0)>



ou seja,

z—3=4x—-2)+—-2(y—1)],
pois, fp =2, f, = =2y, f.(2,1)=4e f,(2,1) = —2.

3.2. O tnico ponto critico é (0,0), pois,

fr=20=0, fy=-2y=0 = (z,y) =(0,0)

E temos,

Foo =2, oy = =2, foy =0, D = foofyy — (fo)? = —4 = D(0,0) = —4 (0,0) é um ponto
de sela e | f(0,0) =0

3.3. Os maximos e minimos de f que estao no interior 2% + y*> < 8 do conjunto g(z,y) =
2% 4+ y® < 8 encontram-se entre os pontos criticos de f e ja foram achados acima.

Os méximos e minimos de f que estdao no fronteira g(x,y) = 22 + y* = 8 do conjunto
g(z,y) = 2* + y® < 8 serao achados agora usando Multiplicadores de Lagrange.
Ou seja, dados f = 22 — y? sujeita a restricao g(x,y) = 2% + y* — 8 = 0, queremos achar as
solugoes do sistema Vf = AVyg, g =0,

2r = A2z

—2y = A2y

2 +1y? —8=0,
o que abre duas possibilidades,

r=0=y>=8 y=42v/2= |f(0,£2v2) = =8| (Minimo)

A=1=y=0 = 22=8xz=42v2= |f(0,+2v2) = —8| (Miximo)




