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1. Defina f(x, y) = x3y−xy3

x2+y2
se (x, y) não é o ponto (0, 0) e f(0, 0) = 0.

(a) (3 pontos). Determine fx(x, y) e fy(x, y) quando (x, y) não é o ponto (0, 0).

(b) (3 pontos). Determine fx(0, 0) e fy(0, 0) usando limites.

(c) (3 pontos). Mostre que fxy(0, 0) = −1 e fyx(0, 0) = 1.

Solução.

(a) f(x, y) = x3y−xy3

x2+y2
⇒ fx = (x2+y2)(3x2y−y3)−(x3y−xy3)2x

(x2+y2)2
= x4y+4x2y3−y5

(x2+y2)2

Como f(x, y) = −f(y, x), a outra derivada parcial sai facilmente e temos

fx =
x4y + 4x2y3 − y5

(x2 + y2)2
, fy =

x5 − xy4 − 4x3y2

(x2 + y2)2
(1)

(b)

fx(0, 0) = lim
h→0

f(h, 0)− f(0, 0)

h
= 0, fy(0, 0) = 0 (2)

(c) Também, usando (1) e (2),

fxy(0, 0) = lim
h→0

fx(0, h)− fx(0, 0)

h
= lim

h→0

−h5

h4

h
= −1

fyx(0, 0) = lim
h→0

fy(h, 0)− fy(0, 0)

h
= lim

h→0

h5

h4

h
= 1

2. (10 pontos). Se z = f(x, y) onde x = r cos θ e y = rsen θ, mostre que

(

∂z

∂x

)2

+

(

∂z

∂y

)2

=

(

∂z

∂r

)2

+
1

r2

(

∂z

∂θ

)2

Solução. Pela Regra da Cadeia,

∂z

∂r
=

∂z

∂x
·
∂x

∂r
+

∂z

∂y
·
∂y

∂r
=

∂z

∂x
cos θ +

∂z

∂y
sen θ

∂z

∂θ
=

∂z

∂x
(−rsen θ) +

∂z

∂y
(r cos θ)

Donde,

(

∂z

∂r

)2

=

(

∂z

∂x

)2

· cos2 θ +

(

∂z

∂y

)2

· sen2 θ + 2
∂z

∂x
·
∂z

∂y
cos θ sen θ



e,

1

r2

(

∂z

∂θ

)2

=
1

r2

(

r2
(

∂z

∂x

)2

· cos2 θ + r2
(

∂z

∂y

)2

· sen2 θ − 2r2
∂z

∂x
·
∂z

∂y
cos θ sen θ

)

=

=

(

∂z

∂x

)2

cos2 θ +

(

∂z

∂y

)2

sen2 θ − 2
∂z

∂x
·
∂z

∂y
cos θ sen θ

E somando,

(

∂z

∂r

)2

+
1

r2

(

∂z

∂θ

)2

=

(

∂z

∂x

)2

+

(

∂z

∂y

)2

3. (8 pontos). Determine os valores máximo e mı́nimo absolutos de

f(x, y) = 2x2 + 3y2 − 4x− 5 no disco D : x2 + y2 ≤ 16.

Solução. f(x, y) = 2x2 + 3y2 − 4x− 5

(i) No bordo do disco, g(x, y) = x2 + y2 = 16. Por Lagrange,










fx = λ gx

fy = λ gy

g = 16

⇒











4x− 4 = λ 2x

6y = λ 2y

x2 + y2 = 16

⇒ y = 0 ou λ = 3

Se y = 0, x = ±4 ⇒ (x, y) = (4, 0), (−4, 0)

Se λ = 3, x = −2, y = ±2
√
3 ⇒ (x, y) = (−2, 2

√
3), (−2,−2

√
3)

(ii) No interior do disco, os pontos cŕıticos de f são,

fx = 0, fy = 0 ⇒ 4x− 4 = 0, 6y = 0 e (x, y) = (1, 0) é o único ponto cŕıtico.

(iii) Comparando os valores,

f(4, 0) = 2(16) + 0− 4(4)− 5 = 11

f(−4, 0) = 2(16) + 0− 4(−4)− 5 = 43

f(−2,±2
√
3) = 2(4) + 3(12)− 4(−2)− 5 = 47 Valor máximo

f(1, 0) = 2 + 0− 4− 5 = −7 Valor mı́nimo

4. (7 pontos). Determine os máximos e mı́nimos locais e os pontos de sela da função
f(x, y) = xye−x2−y2 .

Solução. f(x, y) = xye−x2−y2 . Calculamos as derivadas parciais até a 2a ordem,

fx = ye−x2−y2 + xye−x2−y2(−2x) = ye−x2−y2(1− 2x2), fy = xe−x2−y2(1− 2y2), (3)

fxx = ye−x2−y2(−2x)(1 − 2x2) + ye−x2−y2(−4x) = 2xye−x2−y2(2x2 − 3), (4)

fyy = 2xye−x2−y2(2y2 − 3), fxy = e−x2−y2(1− 2x2)(1− 2y2) (5)

Procuramos os pontos cŕıticos para f,

fx = ye−x2−y2(1− 2x2) = 0, fy = xe−x2−y2(1− 2y2) = 0



⇒ (x, y) = (0, 0) ou (x, y) = (±
1√
2
,±

1√
2
)

De acordo com (4) e (5), e lembrando que D = fxxfyy − f 2
xy, temos,

D(0, 0) = −1 < 0 ⇒ (0, 0) é um ponto de sela.

Por outro lado, D(± 1√
2
,± 1√

2
) = e−2 > 0. E

fxx(
1√
2
, 1√

2
) = −e−1 = fxx(− 1√

2
,− 1√

2
) < 0

⇒ (
1√
2
,
1√
2
)), e (−

1√
2
,−

1√
2
) são máximos locais.

Também,

fxx(
1√
2
,− 1√

2
) = e−1 = fxx(− 1√

2
, 1√

2
) > 0

⇒ (
1√
2
,−

1√
2
)), e (−

1√
2
,
1√
2
) são mı́nimos locais.


