GAAL - Terceira Prova - 15/junho/2013
SOLUCOES

Questao 1: Analise se a afirmacao abaixo é falsa ou verdadeira:

A matriz A = { 0

01 } ¢ diagonalizdvel.

SOLUCAO: Sabemos que uma matriz n x n é diagonalizdvel se ela possuir n autovetores LI.
Além disso, sabemos que autovetores associados a autovalores diferentes sao LI. Deste modo,
se uma matriz n X n possuir n autovalores diferentes, entao ela é diagonalizavel. No caso da
questao da prova, o polinomio caracteristico da matriz dada é
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Os autovalores sao as rafzes da equacao A2 — X\ = 0, ou seja, A = 0 e A = 1 sdo os autovalores
de A. Como A é uma matriz 2 X 2 e como A possui dois autovalores diferentes, podemos
concluir que A é diagonalizavel. Portanto a afirmacao é verdadeira.

Apesar da questao ja estar respondida e justificada, vamos continuar apresentando uma
solucao alternativa, calculando os autovetores para cada autovalor de A e as matizes P e
D que diagonalizam A.

e Para A = 0 os autovetores associados sao solugoes do sistema linear
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Deste sistema linear obtemos a reta de equagao y = 0. Portanto, por exemplo, V} = [ ]

0
é um autovetor associado ao autovalor A = 0.

e Para A = 1 os autovetores associados sao solugoes do sistema linear
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Aqui obtemos a reta de equacao y = x. Neste caso, por exemplo, Vo = [1] ¢ um

autovetor associado ao autovalor A = 1.

Como Vj e V5 sao autovetores LI e como A é 2 x 2, podemos concluir que A é diagonalizavel.
Mais ainda, colocando os autovalores na diagonal de D e colocando os autovetores Vi e V5
como colunas de P, obtemos as seguintes matrizes D e P que diagonalizam A no sentido que

P1AP = D.
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Questao 2: Considere a matriz

3 1 -1
A= 4 3 =2
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(a) Determine o conjunto S = {v € R® | Av =v};

(b) Encontre uma base e determine a dimensao de S;

(c) Encontre uma base ortogonal para S.

SOLUCAO:

(a) A equacdo Av = v indica o sistema linear

3 1 -1 x x
4 3 =2 yl = |y
-4 -2 3 z z
ou, em termos de equacoes,
v + Yy — z = x
dr + 3y — 2z =y
—4dr — 2y + 3z = =z

Em cada equacao, passando o termo do lado direito para o lado esquerdo, obtemos o
sistema linear homogéneo

2c + y — 2z =0
dr 4+ 2y — 2z = 0
—4r — 2y + 2z = 0

Todas as equagoes deste sistema linear sao miltiplas uma da outra. Entao considerando
apenas a primeira equacao, vemos que o conjunto solucao S é o plano em R? de equacao

2r+y—2=0.

Isolando y na equacao deste plano obtemos y = —2x + z. Logo todo vetor v do plano S
é da forma v = (x, —2x + 2, z) onde x e z sdo variaveis livres. Separando estas variaveis
na expressao de v obtemos

v=u1(1,-2,0)+ 2(0,1,1).

Esta expressao mostra que se v; = (1,—2,0) e v = (0,1,1) entao todo vetor de S é
uma combinacao linear de v; e v9. Como estes vetores nao sao multiplos um do outro,
concluimos que {vy, v} é uma base de S. Dai dim(S) = 2.



(c) Noitem (a) vimos que se v; = (1,—2,0) e vy = (0,1, 1) entao {vy,v2} é uma base para o
plano S. Como (vy,v3) = —2 # 0, esta base nao é ortogonal. Vamos mudar desta base
para uma base ortogonal {w;,ws} usando projegdo ortogonal. Observando a figura a
seguir, estes vetores podem ser definidos por:

o w, =, wa = vg — proj,, (va)

® wy = vy — pProj, (va).

un =

Efetuando os célculos obtemos

® W1 =V = (1,—2,0)

. 0—-2+4+0 2 1
® Q,UQZUQ—pI'OJm(UQ):(0,1,1)—m(1,—2,0) = (5, g, 1)
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2z +y — z =0 e que, como tinha que ser, (wy, ws) = 0. Portanto, {wy,ws} é uma base
ortogonal de S.

Observe que estes vetores w; = (1,—2,0) e wy = ( ) satisfazem a equacao

Para evitar o uso de fragoes, considerando o vetor 5wy = (2, 1,5), vemos que {wq, Sws}
também é uma base ortogonal de S.

Questao 3: Considere a matriz A = [ ;l ? ]

(a) Encontre o polindémio caracteristico de A;
(b

Encontre os auto-valores de A;

)
)

(c) Encontre os auto-espagos de A;

(d) Para cada auto-valor de A, determine uma auto-vetor unitario associado;
)

(e) Determine uma matriz ortogonal P e uma matriz diagonal D tais que
Pt=pt e P'AP=D;
(f) Utilize os itens anteriores para identificar e fazer um esbogo no plano zy, da conica

4x2+4xy+y2—3\/5x—4\/5y:15.



SOLUCAO:
(a) Polinomio caracteristico de A:

B A-x 2 ]
p()\)—det{ 9 1_)\] = A\ -5\

(b) Auto-valores sao raizes de A> — 5\ = 0, ou seja, A =0 ou A = 5.

e

Este sistema linear tem como solucao a reta y = —2x.

R

Neste caso obtemos a reta de equagao y = 5:1:

(c¢) Auto-vetores para A\ = 0:

Auto-vetores para A = 5:

(d) Vetores unitarios nas dire¢oes destas retas sao

=
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(e) Colocando os auto-valores 5 e 0 na diagonal de D e colocando os correspondentes
auto-vetores unitarios U; e Us como colunas de P, obtemos as seguintes matrizes D
e P que diagonalizam A no sentido que P~'AP = D.
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Observe que P é uma matriz de rotagao Ry, em que 6 é tal que cos(f) =



/
(f) Efetuando a mudanga de coordenadas X’ = [ z, } tal que X’ = P'X sabemos que a

equagao quadratica dada passa a ter a forma
X"DX'+ KPX' =15

no sistema de coordenadas x'y’. Substituindo as matrizes calculadas, obtemos

[« y’}[g 8“5”] + [ -3v5 —4v5]
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Efetuando as multiplicacdes obtemos 522 — 102" — 5y’ = 15. Simplificado obtemos a
parabola de equacao

y =a? — 22 —3

Esta parabola é concava para cima, cruza o eixo iy’ em ¢y’ = —3 e possui raizes '’ = —1
e ¢/ = 3. Efetuando uma rotacao no grafico desta parabola de modo que os eixos x’ e

Yy coincidam com as retas y = —x e y = —2x, respectivamente, obtemos o grafico da

conica dada no enunciado desta questao.




