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SIMBOLOS E NOTACOES GERAIS

= existe

v qualquer que seja ou para todo(s)

= implica

& se, e somente se
portanto

= defini¢do (o termo a esquerda de := é definido pelo termo
ou expressdo a direita)

ie. : id est (em portugués, isto é)

OJ . indica o final de uma demonstragdo

1@ . reta passando pelos pontos A e B

AB :  segmento de reta ligando os pontos A e B

AB . segmento orientado de reta ligando os pontos A e B

1@ . vetor determinado pelos pontos A e B

v : vetor v

|AB|| : comprimento do segmento AB

vl :  comprimento do vetor v

Hz@ | : comprimento do vetor AB

|A| . determinante da matriz A
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ESTRUTURA VETORIAL DO PLANO E DO
ESPACO

"Mega o que for mensurdvel, e torne mensurdvel o
que ndo o for."
Galileu Galilei

1.1 DEFINIQ()ES ELEMENTARES

Como veremos ao longo desse texto, a utilizacdo da linguagem vetorial permite uma des-
cricido elegante e unificada dos principais resultados da geometria Euclideana bem como
possibilita uma transi¢do natural da formulacdo axiomdtica para a descri¢do analitica (em
coordenadas) dessa mesma geometria.

Nesse capitulo, daremos o primeiro passo nessa caminhada e apresentaremos o basico
da linguagem vetorial. Antes porém, no intuito de motivar, comecaremos entendendo um
pouco do papel fundamental que os vetores desempenham nas ciéncias naturais.

Para entendermos o papel que os vetores desempe-
nham nas ciéncias, comecamos observando que, por
um lado, diversas grandezas fisicas ficam completa-
mente determinadas por um unico valor (um nimero
E real), num sistema de unidades. Assim por exemplo o

volume de um corpo fica especificado quando dizemos
quantos metros cibicos esse corpo ocupa, bem como a
Figura 1.1: Todos os trés cami- massa, a temperatura, a carga elétrica, a energia, etc.
nhos ligando dois pontos corres- Grandezas que ficam determinadas por um tnico valor
pondem ao mesmo deslocamento. real sio denominadas grandezas escalares.

Por outro lado, diversas grandezas fisicas exigem
para sua completa determinacdo, além de uma valor numérico o conhecimento de sua
direcdo orientada. Tais grandezas sdo denominadas grandezas vetoriais ou simplesmente
vetores.

O exemplo mais simples e ilustrativo € o deslocamento de um corpo. Se um corpo se
move do ponto A para o ponto B, dizemos que ela sofreu um deslocamento de A para B.
Para sabermos precisamente o deslocamento de um corpo precisamos conhecer o quanto



o ele se deslocou (a intensidade do deslocamento) mas também em que direcédo ele se
deslocou. Pelas mesmas razoes apresentadas serdo grandezas vetoriais: a velocidade, a
aceleracdo, a quantidade de movimento, a forca e o torque.

E importante que observemos que para as grandezas escalares uma parte significativa
da utilidade de medi-las, i.e, associar um numero provém da riqueza de estruturas dos
numeros: os numeros podem ser somados, subtraidos, comparados, etc.

Para que as grandezas descritas vetorialmente sejam tteis (tanto para a ciéncia como
para a prépria geometria) temos que construir no conjunto dos vetores estruturas analogas.
Assim, neste e no préximo capitulo, descreveremos e construiremos diversas operagoes
vetoriais e suas interpretacoes.

Como boa parte da construcao dos vetores e de suas operagoes que faremos neste texto
serd de natureza primordialmente geométrica, assumiremos que o leitor conhece os prin-
cipais conceitos e resultados da geometria Euclideana plana e espacial. Em particular su-
poremos conhecidos os conceitos de angulos, retas, planos, comprimento de segmentos,
distancia de dois pontos, etc.

Notacdo 1.1 De modo a fixar notagdo, ao longo deste texto denotaremos por IE® o espagco
euclideano tridimensional e por E? o plano euclideano, usaremos letras latinas maitiscu-
las, A, B, etc. para representar pontos, letras latinas mintisculas r, s, etc. para indicar
retas, as letras gregas mintsculas 1,0, etc. para denotar planos. Eventualmente usare-
mos letras latinas ou gregas mintsculas também para denotar denotar niimeros reais
(escalares ou pardmetros de equagdes). Nesse caso, o contexto deve deixar claro a que a
letra se refere.

Para tornarmos clara a definicdo de vetor, comecaremos com um termo relacionado: os
vetores aplicados.

Definicdo 1.2 Um vetor aplicado ou segmento orientado é um par ordenado de
pontos do espacgo Euclideano, ou, de modo equivalente, um segmento de reta no qual
se escolheu um dos extremos A, como ponto inicial. Nesse caso o outro extremo B do
segmento serd denominado ponto final e o vetor aplicado com ponto inicial A e final
B serd denotado por AB. Para nossas consideracdes um ponto A é considerado um
segmento que denominaremos segmento nulo. Esse segmento serd denotado por AA
ou por 0.

O comprimento do um segmento AB serd denotado por |AB| e sera deno-
minado também tamanho, intensidade, magnitude ou norma do vetor.



Os vetores aplicados servem apenas parcialmente ao propdsito de repre-
sentar grandezas que possuem intensidade, direcao e sentido, pois apesar de
podemos representar grandezas com esses atributos como vetores aplicados,
essa representacdo ndo € unica. Ou seja, existem vdrios vetores aplicados
com pontos iniciais e finais distintos, mas que possuem intensidade, direcdo
e sentido iguais. Para eliminarmos esse problema, identificaremos, i.e, diremos que sdo
iguais, todos esses vetores. Assim diremos que dois vetores aplicados sio equivalentes
(ou equipolentes) se e somente se, possuem 0 mesmo comprimento, a mesma direcio e o

mesmo sentido ou ainda se ambos sdo nulos.

Uma identificacdo andloga, ocorre com as fragdes: duas fragdes podem ter numeradores
e denominadores diferentes e mesmo assim diremos que elas sdo iguais (ou equivalentes)
pois representam a mesma grandeza.

Quando identificamos os vetores aplicados equivalentes obtemos vetores livres ou sim-
plesmente vetores.

Definicdo 1.3 O conjunto de todos os vetores aplicados que possuem 0 mesmo com-
primento, a mesma dire¢cdo e o mesmo sentido é dito vetor.

E fundamental observar que dado um vetor podemos escolher livremente “o ponto onde
inicia tal vetor”, ou seja, dado um vetor e um ponto podemos escolher um vetor aplicado
que inicia nesse ponto e que possui a mesma intensidade, direcdo e sentido do vetor. Cada
vetor aplicado com a mesma direcéo, sentido e comprimento do vetor, é dita ser um repre-
sentante do vetor.

E importante que fique clara a seguinte diferenca: se por um lado vetores aplicados fi-
cam bem definidos pela escolha de direcdo, sentido, comprimento e origem, por outro,
vetores precisam apenas de direcdo, sentido e comprimento. Isso significa que considera-
mos equivalentes segmentos orientados que sdo paralelos, apontam no mesmo sentido e



tem o mesmo comprimento, mas consideramos iguais vetores paralelos, de mesmo sentido
€ com mesmo comprimento.
O vetor cujos representantes sdo segmentos orientado nulos, ou seja com pontos iniciais
e finais coincidentes sera denominado vetor nulo. O vetor nulo serd denotado por E?x ou
por 0.
Denotaremos os vetores utilizando fontes mintsculas em negrito a,
através de uma flecha superior: 7 ou ainda no caso em que tivermos
B dois pontos A e B, denotaremos por A—B> 0 vetor que tem como repre-
sentante o vetor aplicado AB. Graficamente vetores sio representados
como flechas, no qual a ponta da flecha aponta no sentido do vetor.
Iﬁ v Dado um vetor e um segmento que o representa, teremos que a di-
recdo do vetor é a direcdo desse segmento, o sentido vem de termos
/A escolhido uma orientacdo no segmento, ou seja de termos escolhido
um ponto inicial e final e 0 comprimento de um vetor é o comprimento
do segmento que o representa.

Como consequéncia dos axiomas de congruéncia da geometria Eu-
clideana, temos que dado um segmento (ou um representante de um vetor) e um ponto
podemos construir um segmento paralelo e de mesmo comprimento iniciando em A. Se
denotarmos por B o ponto final desse segmento, entdo teremos provado o seguinte resul-

tado.

Proposicdo 1.4 Dados um vetor v e um ponto A, existe um tinico ponto B tal que o vetor

aplicado AB é representante de v, ou seja, tal que v = A

O comprimento de um vetor v = z@ sera também denominado norma do vetor e sera

denotado por ||v|| ou ainda por H@H

Notacdo 1.5 O conjunto de todos os vetores de IE> serd denotado por V3. De modo and-
logo, denotaremos por V2 o conjunto de vetores associados a IE?, i.e. classe de equivaléncia

de segmentos de retas no plano.

De modo geral, conceitos envolvendo vetores sdo definidos utilizando seus representan-
tes. Nesse espirito temos as seguintes defini¢oes:

Diremos que dois vetores sdo paralelos quando seus representantes tiverem a mesma
direcdo ou quando um desses vetores for o vetor nulo 0. O termo vetores paralelos inclui o
caso especial onde os vetores estdo sobre a mesma reta ou mesmo o caso em que coincidem.
Como consequéncia da defini¢do anterior temos que o vetor nulo € paralelo a todo vetor e

também que todo vetor é paralelo a si mesmo.



/
Figura 1.2: Vetores paralelos.

Diremos que um conjunto de vetores sdo coplanares se esses vetores possuem represen-
tantes contidos no mesmo plano.

Figura 1.3: u, v e w sdo coplanares.

Definimos o dngulo entre dois vetores u e v como o angulo 6 (com 6 satisfazendo

0 < 6 < ) entre representantes AB e AC de u e v, respectivamente, com mesma origem.

C

A

Figura 1.4: Angulo entre vetores

Finalmente, dois vetores u e v sdo ditos ortogonais, se um dos vetores for o vetor nulo,
ou se ao escolhermos dois representantes para esses vetores que iniciam no mesmo ponto,

AB e AC esses segmentos forem ortogonais, ou seja, se o angulo determinado por esses
segmentos for um angulo reto.



Figura 1.5: Vetores ortogonais

Observacdo 1.6 Note que, segundo nossa defini¢éo, o vetor nulo 0 é o tnico vetor paralelo
e ortogonal a qualquer outro vetor, e coplanar a qualquer par de vetores.

1.1.1  Operacoes com Vetores

Por tradicdo, grandezas que possuem apenas magnitude, ou seja, grandezas que sao repre-
sentadas por numeros reais sdo denominadas grandezas escalares. Seguindo essa tradicdo
denominamos um nuamero real A de escalar .

Vamos definir duas operacdes envolvendo vetores: a soma de vetores e a multiplicacdo

por escalares.

Definicdo 1.7 Multiplicacdo por Escalar: Dado um vetor v e um escalar A podemos
realizar a multiplicacdo de A e v obtendo o vetor Av definido do seguinte modo:

B Se o vetor v é nulo ou o escalar A é zero entdo Av =0

B Se A > 0, o vetor Av é o vetor com o mesmo sentido, mesma direcdo e com

comprimento |A| ||v]|.

B Se A < 0 entdo o vetor Av tem a mesma direcdo e sentido oposto ao vetor v e

comprimento |A| ||v]].

Figura 1.6: Multiplicacdo de um vetor por um escalar.
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Observacdo 1.8 Dados um vetor v e um escalar A denotaremos usualmente o vetor (X) v

v ~ . . . e~ e~
por (X) A equacao anterior pode ser vista como uma definicdo da divisdo de um vetor

por um escalar.

Um vetor de comprimento 1 é denominado vetor unitario. Dado um vetor v # 0, temos

que o vetor:

1 v
—_ .V = —
vl vl

é unitdrio e possui a mesma direcdo e sentido que v e é denominado versor associado a v.
Para maiores detalhes veja exercicio [I.11l

Um termo que usaremos ocasionalmente € o de vetor direcional ou vetor diretor. Muito
frequentemente estaremos interessados apenas na direcdo de um vetor e ndo no seu tama-
nho. Por exemplo, como veremos posteriormente, uma reta é completamente determinada
por um ponto P e um vetor v. Nesse caso o tamanho de v ndo é importante e podemos
multiplica-lo livremente por um escalar.

Através da multiplicacdo de vetores por escalares podemos dar uma caracterizacao algé-
brica para o paralelismo de vetores:

Teorema 1.9 Se dois vetores u, v sdo paralelos e v # 0 entdo u = Av para algum A € R.

Demonstracdo: Iremos considerar primeiramente o caso em que u e v tém mesmo sentido.

Neste caso, visto que ||v|| # 0, podemos escolher

o Il
[Iv]]
Com essa escolha, provaremos que u = Av.
Como u e v sdo paralelos, u e Av possuem a mesma direcdo. E como estamos assumindo
que u e v possuem o mesmo sentido e como A é maior que zero entdo pela definicdo de
multiplicagdo por escalares u e Av possuem o mesmo sentido. Finalmente

AV = Allv]l = F=r Vi) = [[ul]

O que prova que eles tem 0 mesmo comprimento. Logo, como os vetores u e Av possuem
mesma direcdo, sentido e comprimento eles sdo iguais.

A demonstracdo do caso em que u e Av possuem direcdo contrdria é andloga, porém

nesse caso escolhendo A = —H. O
\%



Proposicdo 1.10 Dois vetores u, v sdo paralelos se e somente se u =Av para algum A €
R ou v =6u para algum 6 € R.

Demonstracdo: Suponha que u, v sdo paralelos.

Caso v # 0, pelo teorema acima, temos que u =Av para algum A € R. Caso contrario,
i.e., se v= 0 entdo v =6u para 6 = 0.

A implicacdo contraria segue da definicdo de multiplicacdo de um vetor por um escalar.
Se u =Av ou v =fu entdo u e v tétm mesma direcdo, ou seja, sdo paralelos. O

E como consequéncia do corolario anterior temos:

Teorema 1.11 Trés pontos A, B, C pertencem a mesma reta se e somente se 1@ = AB?

ouB? = 91@.

BC »C

B

AL

A

Demonstracao: Claramente se A, B, C pertencem a mesma reta entdo os vetores zﬁ e B%
sdo paralelos e consequentemente pelo corolario acima temos:

ﬁ:AB% ou B%I@z@

Se zﬁ = )\E‘ié ou B-é = 91@, entdo pelo coroldrio anterior os segmentos AB e BC sdo
paralelos. Consequentemente sdo paralelas as retas 1@ e % Mas como o ponto B per-
tence a ambas as retas, essas sdo coincidentes, i.e., os pontos A, B, C pertencem a mesma
reta. U

Definicdo 1.12 Soma de vetores Dois ou mais vetores podem ser somados do se-
guinte modo: a soma, v + u, de dois vetores v e u é determinada da seguinte forma:
A partir de um segmento orientado AB, representante arbitrario de v, tome um seg-
mento orientado BC que representa u, i.e., tome um representante de u com origem
na extremidade final do representante de v, desta forma o vetor v + u € definido como



o vetor representado pelo segmento orientado AC, ou seja, pelo segmento que vai da
origem do representante de v até a extremidade final do representante de u.

u-+v

Figura 1.7: Soma de Vetores

A soma de vetores também pode ser feita através da regra do paralelogramo. Para
somar dois vetores v e u através dessa regra tomamos representantes desses vetores que
comecam num ponto comum O, como na figura[I.8l Entdo, a partir do ponto final de cada
vetor tracamos uma reta paralela ao outro vetor. Essas retas se interceptam no ponto P.
E logo um paralelogramo é formado. O vetor diagonal Oﬁg é a soma dos vetores v e u. O
vetor v + u obtido por esse método é o mesmo que o obtido pelo método anterior, pois o
segmento OP divide o paralelogramo em tridngulos congruentes que representam a soma

dos vetores v e u.

Figura 1.8: Regra do paralelogramo.

Pela definicdo da soma de vetores, temos que em geral o comprimento de w = u + v é

diferente da soma dos comprimento dos vetores u v, i.e.,
[wll = lu+ v # [lul + [|v].

Para determinarmos o comprimento de w = u + v podemos utilizar a lei dos cossenos
para o triangulo da figura:
Considerando 7 o dngulo indicado na Figura[1.9] pela Lei dos Cossenos temos:

lwll = \/HuH“r [v]I? = 2[[ul[[[v]| cos v (1.1)
Considerando, «, B e 7y os angulos indicados na Figura[l.9] pela Lei dos Senos segue:

wl _ Jul vl 1)
seny sena  senf




wW=u-+vVv

Figura 1.9: comprimento e dire¢ido dew = u+ v

As equacoes [L.1] e [1.2] sdo a formulacdo vetorial das Leis dos Cossenos e dos Senos

respectivamente.

Observacdo 1.13 Note que o angulo 7 representado na Figura [1.9] é na verdade o suple-
mentar do angulo entre u e v.

Notamos que, como —1 < cosy < 1, um resultado imediato de (1) é:

Teorema 1.14 (Desigualdade Triangular) Dados dois vetores u e v temos que:
lu+ v < all+ v (1.3)

Além disso, vale a igualdade de (1.3) se e somente se os vetores u e v tiverem mesma
diregdo e sentido.

Observamos também que, a partir da definicdo de soma vetorial, é facil ver que v+0 =
0+v = v, ou seja, o vetor nulo é um elemento neutro para a adicdo. Mais, podemos
definir o vetor oposto a um vetor dado. Para isso consideremos a seguinte propriedade,
cuja demonstracdo deixamos como exercicio (1.7)):

Para cada vetor u existe um tinico vetor —u tal que u + (—u) = 0.

O vetor —u é denominado como o vetor oposto de u e é o vetor com 0 mesmo compri-
mento e direcdo de u, mas com sentido oposto.

A partir do vetor oposto podemos definir subtracao de vetores: , definimos a subtracdo
v — u como a soma do vetor v com o vetor —u.

De modo equivalente podemos definir o vetor v — u como o o vetor que adicionado a u
dd o vetor v. Consequentemente, se representarmos os vetores v e u comec¢ando no mesmo
ponto, o vetor v — u serd o vetor que liga a extremidade final de u a extremidade final de

v (vide figura[L.11).

10



Figura 1.10: Vetor oposto.

Figura 1.11: Subtracdo de Vetores

Uma observacao importante € que sempre que os vetores formam um poligono fechado,
como a figura abaixo, sua soma € nula: Como um caso especial dessa regra é a soma de

um vetor com seu oposto, i.e., v+ (—v) =0.

A%

Figura 1.12: A soma de vetores que formam um poligono fechado é nula: v+u+r+s =
0

As seguintes propriedades da soma e multiplicacdo de vetores devem ser evidentes:

Proposicdo 1.15 Sejam u, v, w vetores e A, A1, A, escalares. As operagdes com vetores

possuem as seguintes propriedades:

Propriedades da soma:

1"



Propriedade Comutativa: v+u =u+v
Propriedades associativa: (u+v) +w =u+ (v+w)
Elemento Neutro: 0 +u = u

Elemento oposto: Para cada vetor u existe um unico vetor —u tal que u + (—u) = 0

u
_—

-
-u

Propriedades da multiplicacdo de vetor por escalar:
Propriedade distributiva de escalares em relacdo aos vetores: A(u+v) = Au+ Av

Multiplicacédo por zero Ou = 0

Associatividade da multiplicacdo por escalares (A1A2)u = Aq(Ayu)
Distributiva dos vetores em relagdo aos escalares (A1 + Ay)u = Aju+ Aru

Elemento neutro multiplicativo lu = u

Demonstracao: Esbocaremos a demonstragdo de algumas dessas propriedades:
A propriedade comutativa segue da regra do paralelogramo para a adicdo dos vetores u
e v, veja a figura[I.T3l A diagonal é simultaneamente os vetores u + v e u + v.

\%

A%

Figura 1.13: Propriedade Comutativa da Soma

A propriedade associativa segue de imediato do fato que quando trés vetores sdo adicio-
nados, o mesmo vetor fecha o poligono, como na figura[1.14]

As propriedades S3 e S4 sdo deixadas como exercicio ao leitor.

A propriedade M1 segue de modo simples a partir da regra do paralelogramo. Deixamos
os detalhes a cargo do leitor. M2 e M5 sdo resultados imediatos da definicdo de multiplica-
cdo de vetor por escalar.

Para demonstrarmos a propriedade M3, i.e., a associatividade da multiplicacao por esca-
lares (A1A2)u = A1(Apu) observamos inicialmente que os vetores (AqAz)u e A1 (Ayu) pos-
suem a mesma direcdo e sentido independentemente do sinal de A; e A, (terdo o mesmo

12



ut+v+w

Figura 1.14: Propriedade Associativa da Soma

sentido de u se A; e A, tiverem o mesmo sinal, e sentido oposto a u se A e A, tiverem
sinais contrarios).
Além disso, os comprimentos de (A1A;)u e Aq(Apu) sdo os mesmos pois:

[A1(A2u) || = [Aq] - |A2ul] = |Aq] - (JA2] [[ul]) = [A1A2] - [[u]l = [[(A1A2)ul].
A propriedade M4, i.e, a distributiva dos vetores em relacdo aos escalares
<A1 + Az)u = AMu+ A,

segue da observagdo de que a diregdo e o sentido dos vetores (A1 + Ax)u e Aqu+ Ayu é a
mesma. Esse fato é claro se A e A, tiverem o mesmo sinal, ou se A; + A, = 0, no outros
casos o sentido é determinado pelo escalar de maior médulo |A1] e [Az] .

Se o sinal de A e A, forem o mesmo, teremos que

(A1 + Az)ull = [(Ar + A2)[ lul = (JAs] + [A2))[[wl] = [[Avul] + [[Azul]

Pela definicdo de adicdo de vetores é facil ver que a soma de dois vetores de mesmo
sentido é um vetor também de mesmo sentido e com o comprimento igual a soma do
comprimento dos vetores somados. Dai temos:

[Arufl + [[A2u]] = [[A1u + Azul].
Por outro lado, caso os sinais de A; e A, sejam contrarios, teremos:

[(M+A2)ull = [ (A + A2)[lu]l = [ [M] = [A2] [[lu]] = [[[Ara]] = [[A2ul]].
Novamente, pela definicdo de soma vetorial, segue que:

[IAvull = [Azull] = [Avu + Azull.

13



Todas as propriedades algébricas dos vetores podem ser deduzidas das 9 propriedades
acima. Essas propriedades sdo andlogas as propriedades dos nimeros reais e grande parte
da dlgebra desenvolvida para numeros reais se estende para as operacoes vetoriais. De
modo mais geral podemos definir um espaco vetorial como um conjunto com uma operacao
+ e uma operacao de multiplicacdo por escalares satisfazendo os nove axiomas acima. Os
espacos vetoriais sdo uma das estruturas matematicas de maior importancia.

Vejamos algumas propriedades algébricas dos vetores:

Exemplo 1.16 v+ v = 2v

Demonstracdo: Pela propriedade M5 temos que v+ v = 1v + 1v e pela propriedade M4
temos quelv + 1v = (14+1)v = 2v e logo v + v =2v. O

Exemplo 1.17 v+ (—1v) = 0, ou seja o vetor oposto a v é —1v.

Demonstracdo: Pela propriedade M5 temos que v + (—1v) = 1v + (—1v) e pela proprie-
dade M4 temos que 1v + (—1v) = (1 — 1) v = Ov. Finalmente a propriedade M2 nos diz
que Ov =0

Como o vetor oposto € tinico temos que o vetor oposto av € —1v. O

Exemplo 1.18 u + v = w se, e somente se, u = w — V.

Demonstracdo: Vamos provar a primeira implicacdo. Se u + v = w entdo,u = w — v

Vamos comecar calculando (u +v) —v

(u+v)—v=u+ (v—v) porS2 (1.4)
u+ (v—v) = u por M4 e M5 (1.5)

por outro lado, como w = u + v:

(u+v)—v=w—v=u (1.6)
e consequentemente por[I.5e temos:

u=(ut+v)-v=w-—v

A implicacdo contrdria é semelhante. O leitor pode tentar, assim, completar os detalhes.
O
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O seguinte exemplo ilustra como podemos atacar um problema geométrico utilizando a

linguagem vetorial.

Exemplo 1.19 Os segmentos que unem os pontos médios de dois lados de um triangulo é

paralelo ao terceiro lado.

M, My

C B

Solucio: Seja o tridngulo AABC e seja M; o ponto médio do lado AB e M, o ponto médio
do lado AC.

Como M; é ponto médio do lado AB temos que vetor m ¢ igual a metade do vetor
1@. Analogamente, temos que A—]\/12> ¢ metade do vetor R, ie.,

AM, = %A—é 1.7)
AM, = %R (1.8)

€ consequentemente:

AB = 2AM, (1.9)

CA = 2M, A (1.10)
Entao como:

Chb=CA+AB (1.11)

substituindo e[l 10 em[I.I7] temos:

CB = 2MaA + 2AM, (1.12)
CB = 2(MoA + AM,) = 2Mo M, (1.13)
e Consequentemente:
1
MoM, = Ec?
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E assim o segmento M, M); é paralelo ao segmento CB e seu comprimento é metade do
ultimo.
O

Exemplo 1.20 Dado um tridngulo de vértices A, B,C. Dado P o ponto de encontro da

CA  CB

bissetriz do angulo C com o lado AB Entfio o vetor CP é paralelo ao vetor H (i;‘ + ? ,
cAl ]

ou seja,

_>
=_ [ .cA Ch

e+
e

(1.14)

Solucéo:
Note primeiramente que, para provarmos a equa-
cao (1.I4), basta mostrarmos que, se F é tal que:

A
H
= _ CA Ch

S+
|cA] et

..

7

entdo F esta sob a bissetriz do angulo C. Lpl a

Faremos isso observando que a diagonal AC de

um losango ABCD divide os angulos AeCem an- W .
gulos iguais, ou seja é bissetriz de A e C. Isso segue u
do caso LLL de congruéncia de triangulos (AABC = B .
ANADQ).

Figura 1.15: Se ABCD é losango entdo AABC = AADC

Sl

Considere agora os vetores u = ‘ ‘ ev =

Ch

ﬁ. Como 0s vetores u e v possuem O mesmo comprimento, pois sdo unitarios, o pa-
cs

N
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ralelogramo determinado por estes vetores € um losango. Consequentemente, COmo u e v
sdo paralelos aos lados CA e CB do triangulo AABC, e a regra do paralelogramo nos diz
que a soma de dois vetores é a diagonal do paralelogramo por eles formado, temos que, se
c7: = (u + v), entdo o segmento CF divide o angulo C em 4ngulos iguais.

Finalmente, se P é um ponto qualquer da bissetriz de C, o vetor c? é paralelo ao vetor
5?, ie,

H
=_ [ .ca Ch

+
] s

Exercicios

Ex. 1.1 — Sendo ABCDEFGH o paralelogramo abaixo, expresse os seguintes vetores em

funcdo de zﬁ, zﬁ? e ﬁ:

a) ﬁ
b) AC
c) ﬁ
d) BG
e) zﬁ
H AB+FG
) AD + HG

h) 2AD — FC — BH + GH

Ex. 1.2 — Sendo ABCDEF um hexdgono regular, como na figura abaixo. Expresse os
seguintes vetores em func¢do dos vetores D_&, DE

17



a)[ﬁ

b) DA

c)lﬁ
d) DO
e)ﬁ
f EB
g) OF

Ex. 1.3 — Sendo ABCDEF um hexagono regular, como no exercicio anterior. Expresse os
seguintes vetores em funcdo dos vetores (f)), O

a) OA -+ OB+ OC + 0D + OF + OF
b) ﬁ—i—gé—i—@%-ﬁﬁ—i—ﬁﬁ

c) 1@-1—3%-1—@4—@4—]&?

d) OA+O0B+0D+0F

e) O?—l—ﬁ—i—ﬁ

Ex. 1.4 — Se o vetor a tem tamanho 3 e o vetor b tem tamanho 2 qual é o maior e o
menos valor para o comprimento de a + b?

Ex. 1.5 — Dados os vetores fy,...f5 os vetores que ligam um vértice de um hexagono
regular aos outros vértices como mostra a figura abaixo. Determine a soma desses vetores
em funcéo dos vetores f; e f3.
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A/ f
f3

f5

Ex. 1.6 — Dado um tridngulo AABC, sejam M, N, P os pontos médios dos segmentos AB,
— ==
BC e CA respectivamente. Exprima os vetores ﬁ’, AN e CM em funcado dos vetores zﬁ e

Ac.

Ex. 1.7 — Prove que para cada vetor u existe um unico vetor —u tal que u + (—u) = 0.

Ex. 1.8 — Dado um triangulo AABC, seja M um ponto do segmento AB. Suponha que o
— —

vetor AM € igual a A vezes o vetor ]\ﬁ Exprima o vetor CM em funcdo dos vetores R e

BC.

Ex. 1.9 — Dado um quadrilatero ABCD, tal que ﬁ = bu, Eé = 3u e tal que z@ = V.
—
a) determine o lado C_[S e as diagonais ﬁ eCAemfuncdodeuev

b) prove que ABCD é um trapézio.

Ex. 1.10 — Mostre que a soma de vetores cujos representantes formam um poligono fe-
chado é nula.

= v < s
Ex. 1.11 — Dado v um vetor nao nulo. Prove que W € um vetor unitario com a mesma
A

direcdo e sentido que v.

Ex. 1.12 — Usando as propriedades da soma de vetores e da multiplicacdo por escalares
resolva a equagdo nas incognitas x e y, i.e., escreva os vetores x e y em funcdo de u e v:

a)

x+3y=u
3x -5y =u+v
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b)

X+2y=u
3x -2y =u+2v

Ex. 1.13 — Dados os vetores u, v, w e z tais que w = u + v e u € paralelo a z. Prove que
w € paralelo a z se, e somente se, v é paralelo a z.

Ex. 1.14 — Usando as propriedades da soma de vetores e da multiplicacio por escalares
prove que:

a) (—a)v=—(av)
b) a(—v)=—(av)

c) —a(—v)=av
Ex. 1.15 — Prove que av =0 entdiooua =0ouv =0
Ex. 1.16 — Prove que se av =pv e v # 0 entdo o = f5.

Ex. 1.17 — Dado um pentagono regular e O o seu centro. Mostre que a soma dos vetores
ligando o centro do pentdgono a seus vértices é o vetor nulo.

Ex. 1.18 — Prove que dados dois vetores u e v ndo paralelos entdo se
AMu+Av=0
entio Ay = A, =0

Ex. 1.19 — Se AEFG ¢ um tridngulo qualquer e P, Q e R sdo os pontos médios dos lados
EF FG e GE respectivamente, demostrar que EPQR é um paralelogramo

G
‘%ﬂp
E Q F
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1.2 DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAR DE VETO-

RES

Tanto no plano como no espago, existem infinitas direcoes de movimento. Apesar desse
fato nossa intuicdo nos diz “no espaco existem essencialmente trés direcdes de movimento”,
enquanto que “no plano existem essencialmente duas direcoes de movimento”. O que real-
mente queremos dizer ao afirmarmos que existem “essencialmente apenas trés direcoes de
movimento”?

O objetivo dessa secdo é responder matematicamente a essa questdo. Para isso intro-
duziremos os conceitos de combinacao linear, dependéncia e independéncia linear e
posteriormente o conceito de dimensao.

Como vimos na se¢do anterior, a adicdo de vetores e a multiplicacdo de um vetor por um
escalar nos permitem obter novos e diferentes vetores a partir de alguns vetores dados. Os
vetores assim obtidos sdo ditos combinacéo linear dos vetores iniciais.

Figura 1.16: O vetor w pode ser escrito como somas de multiplos dos vetores u e v.

Ja os conceitos de dependéncia e independéncia linear estdo intuitivamente associados a
capacidade ou ndo de se escrever um vetor de um conjunto em fun¢do de outros. Assim por
exemplo, ainda de maneira intuitiva, um conjunto de vetores sera linearmente dependente,
se as direcOes desses vetores sdo dependentes nos sentido de ndo podermos obter uma
dessas direcoes a partir (como combinacdo) das outras.

Geometricamente, veremos ainda que o conceito de dependéncia linear estara associ-
ado como o fato que as direcOes desses vetores estarem em uma posi¢do especial restrita,
como ocorre por exemplo quando dois vetores sdo colineares ou quando trés vetores sdo
coplanares.

De posse desses conceitos a afirmacdo inicial podera ser reescrita de modo preciso como
“no espaco existem apenas trés direcoes de movimento linearmente independentes”. Para

tanto, passemos a uma descri¢do mais cuidadosa de todos esses conceitos.
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Definicdo 1.21 Diremos que um vetor w é combinacéo linear dos vetores {vy,...v,}
se existem escalares {Aq,... A, } tal que

W = i /\ivi-
i=1

Nesse caso diremos também que o vetor w € de-
pendente dos vetores v; com i = 1,...,n, ou ainda,
que o vetor w pode ser representado em func¢éo dos

vetoresv,comi=1,...,n

Exemplo 1.22 O vetor w ilustrado na figura[1.17] é

combinagdo de u, v. Pois

W = 2u + 3v. Figura 1.17: w = 2u + 3v

Exemplo 1.23 Na figura[I.18/temos que vetor f; é combinacdo linear de f5, f3, fy, f5.

Como os vetores fq, fp, f3, f4, f5 formam um poligono fechado sua soma é 0
fi+fHh+f3+f,+£5=0
e assim:

fi=—f —f3—f4 —f£s.

fa

fs f2

1

Figura 1.18: O vetor f; é combinacao linear dos vetores f;, f3, f4, fs.

Exemplo 1.24 Escreva o vetor ﬁ como combinacao linear de zﬁ e zﬁ?

Solucao: Queremos encontrar A e A, tais que:

AD = MAB + AAC. (1.15)
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A 45° ) 30° B
3

Primeiramente vamos escolher convenientemente dois vetores i, j ortogonais e de norma

1 e vamos escrever todos os demais vetores em funcio desses (Figura [2.1]). Escolheremos

AB
i= ] e j como a rotacdo de i de um angulo de 90° no sentido anti-horario.
A

Facilmente observamos que 1@ = 3i.

30° K
A i )

Figura 1.19: Vetores i, j Figura 1.20: Vetor AD Figura 1.21: Vetor AC

Observando a Figura concluimos que AD = AK + KD. E por trigonometria do
triangulo retangulo temos:

AK = 4(cos30%i e KD = 4(sen30°)j.

Dessa forma temos que AD = 2v/3i +2j.

De modo andlogo, observando o tridngulo da Figura [I.21] concluimos que R = ﬁ +
PC. Mas, novamente por trigonometria, temos que AD = 2(cos45°)i e PC = 2(sen45°)j.
Logo R = \/ii + \/E]

Voltando a equagéo obtemos entio:

2v/3i +2j = A1(3i) 4 A2(V2i + V2)).
Isolando i e j obtemos finalmente:

(2v/3 =311 — V2A,)i+ (2 — V2A2)j = 0
Como os vetores i, j sdo LI, segue que:

2V3=3A1 —V2X, =0
2—V2A, =0
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2 -1
E assim podemos concluir que Ay = @ ey = 2.

Finalmente:

ﬁ:@@jtﬁﬁ.

Definicao 1.25

B Um vetor v € dito linearmente dependente (LD) se v = 0.

m Osvetores vy,...,v, (n > 2) sao ditos linearmente dependentes (LD) se existe
umi € {1,2,...,n} tal que o vetor v; seja combinacdo linear dos demais vetores,
ou seja:

Vi = ZA]'V]',
J#i
onde A, Ay, ..., A, € R,

Definicdo 1.26 Dizemos que os vetores vi,..., Vv, sdo linearmente independentes
(LI) se eles ndo sdo linearmente dependentes.

Temos a seguinte caracterizacdo simples para a dependéncia linear de dois vetores. Essa
caracterizacgio serd generalizada para um nimero maior de vetores na secio [I.2.11

Proposicdo 1.27 Quaisquer dois vetores ndo nulos e ndo paralelos e, e ep sdo linear-
mente independentes.

Demonstracao: Por reducdo ao absurdo, suponha que os vetores e; e e, sdo linearmente
dependentes.

Entdo pela definicdo de dependéncia linear temos que e; = Aep ou e; = fe;. Donde,
pelo Corolario temos que e; e e, sdo paralelos, o que contradiz nossas hipdteses.
Logo e; e e; sdo linearmente independentes. O

A partir da definicdo anterior podemos provar a seguinte caracterizagao:
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Proposicdo 1.28 Os vetores vy, ..., v, sdo linearmente dependentes se e somente se exis-
tem A1, A, ..., A, € R NAO todos nulos tal que

n
Z A1V1 =0.
i=1

Demonstracdo: Para n = 1 temos que se v é linearmente dependente entdo v = 0 dai
para A = 1, por exemplo temos Av = (. Reciprocamente, se Av = 0 para algum A # 0 pela
definicdo de multiplicacdo por escalar segue que v = 0, logo v é linearmente dependente.

Para n > 2, suponha que os vetores vy, ..., Vv, sdo linearmente dependentes. Sem perda
de generalidade suponha que

n
vi=) A,
i—2

para Ay, Az, ..., A, € R.
Somando (—1)v; a ambos os lados da igualdade chegamos a:

(—1)V1 + Z Avi =0.
i=2

Logo Y ' 1 Ajvi = 0 com Aq, Ay, ..., A, ndo todos nulos (pois Ay = —1).
Reciprocamente, considere que existem A, Ay, ..., A, ndo todos nulos tal que

n
Z /\1V1 =0.
i=1

Suponha, sem perda de generalidade que A; # 0. Multiplicando ambos os lados da igual-

dade por e isolando v; chegamos a:
1

Ou seja, o vetor v; é combinacdo linear dos demais. O

A contrapositiva da proposicao anterior nos leva ao seguinte teorema:

Teorema 1.29 Os vetores vy, ..., v, sdo linearmente independentes se e somente se

(i)\ivi:0> :>(/\1:"’:An:0)
i=1
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Ou seja, a tnica relacdo linear entre os vetores é a trivial, ou ainda, o vetor 0 pode ser
escrito de modo tinico como combinacéo dos vetores v; com i € {1,2,...,n}.

Desse teorema ¢ imediata a unicidade da representacdo de um vetor como combinacdo
linear de vetores LI:

Proposicdo 1.30 Seja u um vetor que possa ser escrito como combinagdo linear do con-
junto de vetores linearmente independente {v;},_; ,

n
u = Z )\iVi
=i
entdo essa representagdo € tnica.

Demonstracdo: Dadas duas representagdes de u, i.e, suporemos que u possa Ser escrito
como combinacdo linear de {v;}; ; , de duas maneiras distintas:

n
u= Z/\ivi (116)
i=1
(S
n
w=Y Ay, (1.17)

mostraremos que essas representacdes sdo iguais, isto é que A; = lambda’,.
Subtraindo a equacéo[I.17da equacdo [1.17] obtemos:

i/\ivi — Zn;/\gvi = 0
i=1 i=1

e logo

n

Z(/\l - )L;)Vi =0

i=1

Finalmente, como os vetores {v;}, ; , sdo linearmente independentes, temos que para

cadai, (A; — A}) = 0, e assim A; = A/. Dessa forma, temos que a representacdo é tinica. [J

Observacdo 1.31 A partir do TeoremalI.29e da Proposicdo[1.28] estudar a dependéncia
linear dos vetores v1,...,v, é uma tarefa simples. Basta estudar a equagdo:

i /\iVi = 0,
i=1
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com incognitas A; (i € {1,2,...,n}). Se tal equacdo admitir apenas a solugdo A; =
0 para todo i € {1,2,...,n}, entdo os vetores vi,...,v, sdo LL. Caso contrdrio, sdo
linearmente dependentes.

Exemplo 1.32 Suponha que os vetores u, v, w sdo LI. Mostre que os vetoresu +v,u —v e

u + v + w também sdo LI.
Solucao: Para demonstrar que os vetores u +v,u — v e u + v + w sdo LI, vamos estudar
a equacao:

au+v+bu—v4+cu+v+w=0
Expandindo e agrupando temos:
(@a+b+c)ut+(a—b+c)jv+cw=0

Como u, v, w sdo LI temos que:

a+b+c=0
a—b+c=0
c=20

Resolvendo o sistema anterior temos que a = b = ¢ = 0. Consequentemente temos que
au+v+bu—v+ccu+v+w=0=a=b=c=0

e logo os vetoresu+v,u—ve u-+ v+ wsio LL O

Exercicios
— 1
Ex. 2.1 — Dados os vetores a = OA, b = O?, c = O? entao se zﬁ = EC e B? = ga.

Escreva o vetor ﬁ em funcdo de a, b, c.

Ex. 2.2 — Dados os vetores a, b e ¢ como na figura abaixo. Escreva o vetor ¢ como combi-
nacdodeaeb.

27



Ex. 2.3 — Dados os vetores a, b e ¢ como na figura abaixo. Escreva o vetor ¢ como combi-
nacdo de aeb.

135°

120 3

— —
Ex. 2.4 — Em um tridngulo ABC o ponto M é tal que 3BM = 7MC. Escreva o vetor AM
em funcdo de z@ e zﬁ?

—
Ex. 2.5 — Se zﬁ + B% = 0, prove que os vetores OA,O? e O% sdo linearmente depen-
dentes para qualquer ponto O.

Ex. 2.6 — Suponha que os vetores u, v, w sdo LI. Mostre que os vetoresu + v, —u — v+ w
e u+ v+ w também sdo LI

Ex. 2.7 — Suponha que os vetores u, v, w sdo LI e seja
t =au+bv+cw.
Mostre que os vetores u + t,u + v e w + t sdo LI se e somente se a + b + ¢ # —1.

Ex. 2.8 — Mostre que:

a) Se os vetores u, v sdo linearmente dependentes entdo os vetores u, v, w sdo linear-
mente dependentes.

b) Se os vetores u, v, w sdo LI entdo os vetores u, v sdo LI.

—
Ex. 2.9 — Dados a,b vetores LI, sejam OA = a + 2b,0? =3a+2be O% = 5a + xb.
Determine x de modo que os vetores R e B% sejam linearmente dependentes.
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Ex. 2.10 — Dado o tetraedro OABC, se denotarmos a = O—A b = (ﬁ ec = &)?, Mo
ponto médio de AB, N o ponto médio de BC e Q o ponto médio de AC e P o ponto tal que

(ﬁ’ + %52 Calcule em funcao de a, b, vetorc:

a) OM +ON + 00
b) PM+ PN + PO

1.2.1  Caracterizacdao Geométrica de Dependéncia e Independéncia Linear

Nas secOes anteriores apresentamos uma série de caracterizacOes algébricas da dependén-
cia e independéncia linear de vetores de V? e V3, esses conceitos podem também ser
caracterizados geometricamente, como nos mostra o enunciado do teorema a seguir:

Teorema 1.33 (Caracterizagdo Geométrica da Dependéncia e Independéncia Linear)
Para vetores em V2 e V3 temos:

1. Um vetor v € linearmente dependente se e somente se v = 0.
2. Dois vetores u, v sdo linearmente dependentes se e somente se u e v sdo paralelos.

3. Trés vetores u, v, w sdo linearmente dependentes se e somente se u, v e w sdo copla-
nares.

4. Quatro ou mais vetores sdo sempre linearmente dependentes.

A demonstracdo dessa teorema sera feito na préoxima secao apds introduzirmos o con-
ceito de base. Antes disso, porém, ilustraremos como utilizar essa caracterizacdo para re-
solver problemas geométricos.

Exemplo 1.34 Mostre que as diagonais de um paralelogramo se intersectam nos seus pon-

tos médios.

Solucéo:

Considere um paralelogramo ABCD de diagonais

AC e BD. Seja M o ponto de interseccdo de AC D c

7

e BD (ponto que, a priori, ndo é necessariamente
ponto médio das diagonais).
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Queremos mostrar que:
avi=lat, =l
Como A, M e C sdo colineares temos:
AM = AAC. (1.18)
Da mesma forma, como B, M e D sdo colineares:
BM = 0BD. (1.19)
Como ABM é um tridngulo, temos:
AM = AB + BM.
Usando entéo as equacoes (L.18) e na equagdo acima segue que:

AAC = AB + 6BD.

Escrevendo todos os vetores da equagdo acima em fungéo de zﬁ e ﬁ (dois vetores nao
paralelos) obtemos:

/\(1@4—@) :A—B>+6(—A—B>+zﬁ).
Ou, reescrevendo convenientemente:

AAB + AAD = (1— 8)AB + §AD.

Usando entdo que AB e AD sio LI, segue da Proposic¢ao [1.30] que:

A=1-6
A=10
1 ,
donde temos A = 6 = 5 como queriamos. O

Observacdo 1.35 Note que nas equagoes (I.I8) e (1.19) usamos letras distintas para os
escalares que multiplicam R e R, pois, a principio, ndo sabiamos se a proporcdo que
AM guardava em relacdo a AC é a mesma que BM guardava em relacdo a BD.

Exemplo 1.36 Sejam M;, M, M3 os pontos médios dos lados AB, BC e CA do triangulo

AABC. Seja G o ponto de interseccdo das medianas AM; e BM,. Mostre que G se divide
AM e BM; na razéo 2 para 1.
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My M;

C M, B

Solucdo: Para mostrar que as medianas AM; e BM; se intersectam num ponto G que
divide AM; e BM; na razdo 2 para 1, devemos provar que:

AC=2aM,  BG= 1B

De modo a tornar a notacdo da resolucdo mais limpa, chamemos os vetores zﬁ e R
de a e b, respectivamente. Observe que, como os vetores a, b ndo sdo paralelos pelo [1.33]
eles sdo LI. E expressaremos todos os demais vetores da figura em funcdo desses vetores.
Fixada a notagdo, passemos a cada uma das etapas:

Para estudarmos a intersec¢do G das medianas AM; e BMj, expressaremos 0s vetores
A—Ml> e B—M;_ em funcdo de a, b.

Observamos inicialmente que pela defini¢do de subtragdo que @ =a—b. E assim:

—
AMlzﬁjL%C?:%aqL%b
— 1 1

Como os pontos A, G e M; sdo colineares temos:

A8 = AAM; = (a+b).

1
2—a<—a+§b>.

Observamos que, nesse estagio, ndo sabemos ainda que G divide os segmentos AM; e BM;

Analogamente:

2|
5|

=uaB

na mesma proporc¢do. Assim sendo, usamos letras diferentes (A e a) para os escalares das
equacoOes acima.
E fécil ver que uma equacao envolvendo os vetores AG e B? é:

BG = BA + AC.
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Donde temos:

1 A
a(—a+§b> ——a+§(a+b).

Isolando os vetores a, b temos entio:

A a A

Como a, b sdo LI segue entdo que:

A
a_A_
2 2

Desse sistema obtemos entao:

(X:)\Zg

Ou seja, G divide tanto o segmento AM; quanto o segmento BM;, narazdo2 paral. [J

Exemplo 1.37 Usando a mesma nomenclatura do exemplo anterior, prove que as trés

medianas do triangulo A ABC tém um unico ponto comum, G, que divide as trés medianas
AM1, BM; e CM3 na razéo 2 para 1.

G é conhecido como baricentro do triangulo.
Solucao: Para mostrar a afirmacdo acima nos falta apenas provar que C, G e M3 sdo coli-
neares e que G divide CM3 na razdo 2 para 1. Desse modo, nos basta provar a igualdade:

cﬁzgc—m

Mostremos entiao que a equacao
——
CC = BCM;

com incdgnita em  admite solugdo real.
Continuemos, como na resolucdo do exemplo anterior, denotando os vetores A§ e AC
: oG e CML -
por a e b, respectivamente. Escrevamos CG e CM3 em funcdo de a, b:

T TR

CM3:AM3—A—C>:%a—b.
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Temos assim a seguinte equacao:

(230) = ()

Isolando a, b temos:

Como a,b sdo LI:

1
1_F_,
3 5 2
_= -0
3 TP
Tal sistema admite uma solugéo:
2
=3
Dessa forma temos que os pontos C, G e M3 sdo colineares e que G divide C M3 na razao
2 para 1. U

Exemplo 1.38 Dado as retas r e s e um ponto O ndo pertencente as retas. Dadas duas retas

t; e rp, que interceptam r e s nos pontos A, B,C, D conforme a figura abaixo. Mostre os
segmentos AB e CD sao paralelos se e somente se

loA] _ [|oB]
lac] |[BD]

f1

Solucao:
s . - ‘g .
Como os pontos O, A, B nédo sdo colineares, os vetores u = OA e v = OB nio sdo
paralelos e assim sdo LI. Como os segmentos AB, CD s#o paralelos temos que

AB = ACD
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Como &)? ¢ paralelo a O—fi temos que
OC = xu

De modo analogo temos que

OD = yv

E assim
5B = 58— 38 = yv - u
Consequentemente
ﬁ:v—u:}\(yv—xu)
e logo

(1-Ax)u+(Ay—1)v=20

Como os vetores u, v sdo LI, temos que

1—-Ax=0
Ay—1=0

1
elogox =y = T
E finalmente temos que
loA] _ lloB]
lAC[| - [|BD|

Faremos agora a reciproca. Se

|0A] _ |OB|

|AC]| — [|BD||
entao

lAC] _ IBD]

|OA] OB
e assim

1OA[ + [|AC] _ [[OB]| + [[BD||

oAl |OB|
_oc_op
OA OB
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loc|| _ jlop] _
oA OBl
Como os segmentos OC e OA sdo paralelos temos que O? = kO7i. De modo similar
temos que (f) = k@
E assim

e assim igualando a k, temos que k

AB = OA - OB
—

CD = OD — OC = k(OA — OB)

Consequentemente os vetores 1@ e @ sdo paralelos.

Exercicios

Ex. 2.11 — Sejam B um ponto no lado ON do paralelogramo AMNO e e C um ponto na
diagonal OM tais que

OB = —ON

S|~

1 —
e (f = H—nOM. Prove que os pontos A, B e C estdo na mesma reta.

Ex. 2.12 — Dado um paralelogramo MNPQ, seja A o ponto de interseccao das diagonais
e sejam B e C os pontos médios dos lados opostos MN e PQ. Prove que se os pontos A, B
e C estdo sobre a mesma reta entdo MNPQ é um trapézio (um trapézio é um quadrilatero
com dois lados paralelos).

Ex. 2.13 — Os pontos P e Q dividem os lados CA e CB de um tridngulo AABC nas razdes
x Yy

1-x"1-y

respectivamente. Prove que se 1@ = /\zﬁ entdox =y = A.
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Ex. 2.14 — As diagonais AC e BD de um quadrildtero ABCD se interceptam no ponto
P, que divide o segmento AC na razdo m : n e o segmento BD na razdo m’ : n’. Dado
Q o ponto de interseccdo das retas contendo os segmentos AC e BD. Encontre a razio

AQ:DQeBQ: CQ.

Ex. 2.15 — Chama-se diagonal de um paralelepipedo a um segmento ligando dois vértices
ndo pertencentes a uma mesma face. Demostre que as diagonais de um paralelepipedo
dividem-se mutuamente ao meio.

Ex. 2.16 — Dado um tridngulo AOAB, sejam C e D pontos sobre o lado AB dividindo
esse segmento em trés partes congruentes. Por B tracamos a reta paralela a OA, e sejam X
e Y a interseccao dessa reta com as retas ligando OC e OD respectivamente.

— —
a) Expresse os vetores OX e OY em funcdo de OA e O?

b) Determine as razodes nas quais X divide BY, C divide a OX e D divide a OY.

Ex. 2.17 — Num quadrildtero ABCD, o Q o ponto de intersec¢do das diagonais AC e BD
4

se interceptam dividem as diagonais nas razdes — e — respectivamente. Em qual razédo
divide o ponto P determinado pelas interseccdo os lados AB e CD a estes segmentos.
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Ex. 2.18 — Dado o ponto médio da mediana AE do triAngulo AABC se a reta BD corta o

lado AC no ponto F, determine a razdo que F divide AC
C

Ex. 2.19 — Dado um paralelogramo ABCD. Seja [ uma linha reta que intercepta AB, AC
—

e AD nos pontos By, C; e D respectivamente. Prove que se 1@1 = /\1@, ADq = Azzﬁ e

—

AC; = A3AC entdo:

1_1.1
Az A A
[ B C
By
G
Dy
A D

Ex. 2.20 — Dado um tridangulo AABC e I um ponto interior ao tridngulo. Passando por I,

tracamos os segmentos PQ, RS, TU paralelos respectivamente a AB, BC e CA respectiva-
mente. (Com os pontos P, S em AC, T, Qem BC e U, R em AB. Demonstre que

[PQIl , IRS| iUl _
[AB| ~ |[BC]|  [lcA]

2
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1.3 BASES

Dizemos que um conjunto de vetores {v;}, , , gera o espaco (um dado plano) se qual-
quer vetor w do espacgo (do plano) puder ser escrito como combinacdo linear dos vetores

{Vi}izl,...,n
n
W = Z Aivi
i=1
Proposicdo 1.39 Dois vetores ndo paralelos de V? geram V2.

Ou seja,dados um vetor f € V2 e dois vetores ndo nulos e ndo paralelos e e e, de V?

temos que existem m e n € R tais que:

f = me; + ne,.

O e nep

Figura 1.22: Dois vetores ndo paralelos geram o plano

Demonstracao: Considere um ponto arbitrdrio O do espaco. Primeiramente observe que
f é paralelo ao plano determinado pelo ponto O e pelos vetores u, v.

Considere o representante de f que comeca no ponto O e termina em P, i.e., seja f = O?
Considere a reta paralela a u que passa pelo ponto P e a reta paralela a v que passa por O.
Essas retas se encontram num ponto K (Por qué?). E fcil ver, entfio, que f = O? + KP.

Como ﬁ é paralelo a u, tal vetor é um escalar vezes u, ou seja, I@ = Aqu. De maneira

analoga O? = Apv. Desta forma temos:

f=Au+ Ayv.
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Proposicio 1.40 Dados f, um vetor qualquer de V3, e e, e, e3 trés vetores ndo nulos,
ndo paralelos entre si e ndo paralelos ao mesmo plano, temos que existem I, m,n € R tais
que:

f =le| + mey + ne;s.

P
f nes
e
e1 leg
? ......
e ,-":ﬂ’le
5} K 2
Yk

Figura 1.23: Trés vetores nao coplanares geram espaco

Demonstracdo: A demonstracdo é analoga a da Proposic¢ao [1.39]

Comecamos escolhendo representantes dos vetores f,u, v, w que comecam no ponto O
(veja a figura[1.23). Seja entdo a reta paralela a w passando por P. Essa reta intercepta o
plano determinado por u, v no ponto K.

O vetor O? estando no mesmo plano que u, v, pode ser escrito como combinacdo linear
desses vetores:

O? =lu+mv
O vetor ﬁ é paralelo a w, i.e, ﬁ = nw. Finalmente como Oﬁg = O? + 12?3 temos que:
f=Ilu+mv+nw.

0

Proposicdo 1.41 Quaisquer trés vetores e1, ey, e3 ndo coplanares sdo linearmente inde-
pendentes.

Demonstracdo: Suponha que e, e, e3 sdo linearmente dependentes. Temos entdo que
um dos vetores é combinacdo linear dos demais.

Suponha, sem perda de generalidade, que e; = Ae; + fe3. Segue que o vetor e; é para-
lelo ao plano determinado pelo ponto O e pelos vetores e, e e3 (Por qué?). Donde temos
que os vetores eq, ey, 3 seriam coplanares. O
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Definicdo 1.42 Uma base para o espaco (um dado plano) é um conjunto ordenado
de vetores {v;} linearmente independentes e que geram o espago (o plano).

Teorema 1.43 (Teorema da Base para o Plano) Qualquer vetor f € V? pode ser es-
crito de maneira tnica como combinagdo linear de dois vetores ndo nulos e ndo paralelos
e; e ex de V2, isto é:

f = meq + ney
commen € R unicos.

Ou seja, dois vetores ndo nulos e nio paralelos de V? formam uma base para V2.
Demonstracao: Consequéncia imediata das Proposicoes 130/ e[d.27 O

Corolario 1.44 Toda base para o plano tem exatamente dois vetores. Ou seja, o plano tem
dimensdo 2.

Teorema 1.45 (Teorema da Base para o Espaco) No espago tridimensional, sejam trés
vetores ndo nulos ey, e, e3, ndo paralelos entre si e ndo paralelos ao mesmo plano. Entdo
qualquer vetor f no espago pode ser escrito como combinagdo linear tinica de ej, ey, 3,
isto é:

f=le; +mep + nes
coml,mn e R

Ou seja, trés vetores ndo nulos, ndo paralelos entre si e ndo paralelos ao mesmo plano
formam uma base para V3,

Demonstracdo: A demonstracdo do Teorema segue diretamente das Proposicoes

1.30e[1.41] U

Coroldrio 1.46 Toda base para o espago tem exatamente trés vetores. Ou seja, o espago V3
tem dimensdo 3.

Intimamente relacionado ao conceito de base estd o conceito de dimensdo de um plano/espaco.
A dimensao € definida como o nimero de vetores numa base, ou seja, o nimero de vetores
independentes a partir do qual podemos obter todos os outros. Como provamos o plano
tem dimensao 2 e o espaco tem dimensao 3.
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Agora demonstraremos o teorema de caracterizacdo geométrica da dependéncia e inde-
pendéncia linear, que enunciamos na secao anterior:

Teorema 1.47 (Caracterizacdo Geométrica da Dependéncia e Independéncia Linear)
Para vetores em V2 e V3 temos:

1. Um vetor v € linearmente dependente se e somente se v = 0.
2. Dois vetores u, v sdo linearmente dependentes se e somente se u e v sdo paralelos.

3. Trés vetores u, v, w sdo linearmente dependentes se e somente se u, v e w sdo copla-

nares.

4. Quatro ou mais vetores sdo sempre linearmente dependentes.

Demonstracdo: 1. A demonstracdo segue de imediato a partir Defini¢éo [1.25]

2. Se u é paralelo a v. Pelo Corolario [[.L1I0, ou u = Avouv = 6u (A, 6 € R). Logo,
como um dos vetores é necessariamente combinacdo linear do outro, segue que u, v
sdo linearmente dependentes.

A reciproca é a contrapositiva da Proposicao [1.27]

3. Se trés vetores u, v, w sdo coplanares temos dois casos a considerar ou u, v sdo para-
lelos, ou u, v ndo sdo paralelos.

Se u, v sdo paralelos, pela argumentacgéo acima, um dos vetores é combinacdo linear
do outro. Suponha, sem perda de generalidade, que u = Av. Temos entdo que:

u = Av + Ow.

Logo u é combinacéo linear dos demais vetores e, portanto, u, v, w sdo linearmente
dependentes.

Se u, v, w sdo coplanares e u, v ndo sio paralelos, pelo Teorema ?? temos que
w = Au+ Ayv,

para A1, Ay € R. Assim, os vetores u, v, w sdo linearmente dependentes.

A reciproca segue da Proposicao [1.41]

4. Considere n vetores vq,vsy,...,Vy, com n > 4. Duas coisas podem ocorrer: ou 0s
V1, Va, V3 s80 coplanares ou néo o séo.
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Se vy, V3, v3 sdo coplanares, um dos vetores € combinacao linear dos demais. Supo-
nha v; = Av; + 6vs. Segue que:

n
Vi = Avy + Ovs + ZOVZ'.
i=4

Logo vy, Vs, ..., Vv, sdo linearmente dependentes.

Caso v1, vy, v3 ndo sejam coplanares, pelo Teorema ??,
Vi = Avy + Apva + Azvs,

para Aq, Ay, A3 € R. Dai temos:

n
V4 = Avy+ Agva + Azva + ) Ov;.
i=5

Logo, v1,V3,..., vy sdo linearmente dependentes.

Exercicios
Ex. 3.1 — Mostre que os vetores u, v, w sdo coplanares se, e somente se, um deles é com-

binacdo linear dos outros dois.

Ex. 3.2 — Prove que se o conjunto de vetores {u, v} é uma base para o plano, entio o

conjunto {u + v, u — v} também é uma base para o plano.

Ex. 3.3 — Prove que se o conjunto de vetores {u, v, w} formam uma base para o espaco,
entdo o conjunto {u + v,u — v, w — 2u} também formam uma base para o espaco.

Ex. 3.4 — Dado um tetraedro ABCD explique por que os vetores zﬁ, R,zﬁ formam
uma base para o espaco.

Ex. 3.5 — Descreva uma base para os planos xy, yz e xz.

Ex. 3.6 — Descreva uma base diferente da anterior para os planos xy, yz e xz.
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1.4 SOMA DE PONTO COM VETOR

A soma do ponto com o vetor v nos retorna a translacdo do ponto P ao ser transportado
pela direcdo, sentido e comprimento de v.

Definicdo 1.48 Dado um ponto P e um vetor il podemos definir a soma de ponto
com vetor do seguinte modo.

Seja um representante de K4 que comeca em P e seja Q o ponto final desse repre-
sentante. Definimos ento:

P+v:=0

Podemos reescrever a definicdo de soma de ponto com vetor de outra forma: diremos
que P 4+ v = Q se e somente se 1@ =vV.

Se escolhermos um ponto fixo no espaco O que chamaremos de origem, cada ponto P
do espaco (ou plano) pode ser escrito como

P=0+0D

Nesse caso o vetor cﬁﬁ é dito vetor posicdo de P.

Proposicdo 1.49 A soma de ponto com vetor tem as seguintes propriedades:
1. P+O =P
2. P4+ u =P+ vseesomenteseu =v
3. (P+u)+v=P+ (u+v)
4. (P+u)—u="r

5 P+PO=0Q
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Demonstracao: Faremos a demonstracao dos trés primeiras propriedades e deixaremos as

outras como exercicio ao leitor.
1. E imediata pois ﬁ =0

2. SeP+u=P+v,sejaQ =P+u,entdou = Iﬁ = v e assim u = v. A reciproca é
imediata.

3.S¢jaQ=P+u,Qy=Q1+ve Qs =P+ (u+v). Para demonstrar que (P + u) +
v = P+ (u + v) basta mostrarmos que Q, = Q3.

Por definicdo Q; = P + u implica que u = P—Q1> . De modo andlogo, Q, = Q + v,
implica que v = Q1Q2 e Q3 = P+ (u + v) implica que (u +v) = P—Qg>

Logo
PQs = (u+v) = PQ| + 010z (1.20)
- PQ; = PQ) (1.21)
= Q=0 (1.22)
O

Exemplo 1.50 Dado AABC um triangulo e P um ponto sobre BC. Se Q = P + ﬁ + ﬁ +

I% demonstre que ABQC é um paralelogramo e assim Q ndo depende da escolha de P.

C Q

A B
Solucao: Como Q = P—l—zﬁ’—f—ﬁ—i—ﬁentéo
PQ = AP+ PB+ PC
e logo
AQ — AD = AP + AB — AP + AC — AP

e logo

TR
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E assim (ﬁ = @ — R = zﬁ De modo analogo podemos provar que ]ﬁ = R e

assim ABQC é um paralelogramo.
O

Exemplo 1.51 Dado um tridngulo AABC e O um ponto qualquer. Entdo o baricentro G do

triangulo AABC é dado por:

—
G:OJFOA+O?+(Y
3
B
C
o)
Solucéo:
Seja
—
A+ OB
p_0.0 +03 +(f‘

Comoéﬁ:(TLH—@e&%:(T‘H—R,temosque:

OA +OA + AB + OA + AC
3

P=0+

que simplificando fica:

P=0+0A+

v v
3

Ecomo A=0+ O—A a expressdo anterior € equivalente a:

| Ab At

P=A 3

AB+ AC
3

No exercicio[I.2.1]ja provamos que AC = ou na forma de soma de ponto com

vetor que:

G=A

| AB+AC

3
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E assim temos que G = P, ou seja, demonstramos que:
—
OA + OB + 0¢

3

G=0+

Exercicios

Ex. 4.1 — Prove que:
a) (P+u)—u="P
b) P+ u=Q+ventdou =PQ+v
c) P+ Iﬁ =Q

Ex. 4.2 — Prove que as diagonais de um paralelogramo se dividem mutualmente ao meio.

H
Ex. 4.3 — Sendo A e B dois pontos, mostrar que 1@ +BA=0

Ex. 4.4 — Dados A, B dois pontos distintos e A um nuimero real, Determine vetorialmente
o ponto M no segmento AB tal que |AM|| = AMB.

Ex. 4.5 — Seja ABCD um quadrilatero. Se E é o ponto médio do lado AB e F é o ponto
a £t = 1 (4D -+ 5
médio do lado oposto DC, prove que EF = > <A + B )

Ex. 4.6 — Seja G o baricentro (ou seja o ponto de encontro das medianas) do triangulo
ABC. Prove que (?4 + @ + (? =0.

Ex. 4.7 — Prove que o segmento que une os pontos médios dos lados ndo paralelos de um
trapézio € paralelo as bases, e sua medida é a semi-soma das medidas das bases.

Ex. 4.8 — Prove que existe um tinico ponto comum as bissetrizes internas de um triangulo
e que esse ponto, conhecido como incentro do tridngulo é interior a ele.

Ex. 4.9 — Dado ABCD um tetraedro, seja M o ponto de encontro das medianas do trian-
— —
gulo ABC. Exprima o vetor DM em funcéo dos vetores D A, [ﬁ e D_é
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Ex. 4.10 — Prove que se os pontos A, B, C formam um triangulo equilatero entdo os pon-
tos A+ v, B+ v,C + v formam um tridngulo equildtero para qualquer v.

Ex. 4.11 — Dado ABCD um quadrildtero, e O um ponto qualquer e seja P o ponto médio
do segmento que une os pontos médios das diagonais AC e BD. Prove que

P:O+i<(ﬁ+o—ﬁ+(f+(f)>

Ex. 4.12 — Demostre que o baricentro de um tridngulo, é também o baricentro do trian-

gulo cujos vértices sdo pontos que dividem os lados do primeiro na mesma razao.

—
Ex. 4.13 — Mostre que dados os vetores mOA e n(ﬁ, sua soma ¢€ igual a (n + m)@,
sendo P o ponto de interseccdo do segmento AB com a reta OR, onde R = O + mOA +

nOB.

R

Ex. 4.14 — Dado O o circuncentro e H o ortocentro de um tridngulo AABC, mostre que:

a) OA+OB+0C=0H
b) HA+ HB + HC = 2HO

1.5 EXERCICIOS COMPLEMENTARES

Exercicios

Ex. 5.1 — O objetivo desse exercicio é definir formalmente quando dois segmentos orien-
tados possuem o mesmo sentido. Dados dois segmentos orientados de reta e paralelos AB
e CD. Dizemos que esses segmentos possuem o mesmo sentido se os segmentos AC e BD
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ndo se intersectam. Segmentos que nao possuem o mesmo sentido sdo ditos de sentidos
opostos

a) Mostre que se os segmentos AB e CD possuem o mesmo sentido e CD e EF possuem
o mesmo sentido entdo AB e EF possuem o mesmo sentido.

b) Mostre que se os segmentos AB e CD possuem sentido opostos e CD e EF possuem
sentidos opostos entdo AB e EF possuem o mesmo sentido.

—_— == —
Ex. 5.2 — Prove que se lﬁ = P'Q’ entdo PP’ = QQ'.

Ex. 5.3 — Dado um tridngulo ABC e sejam D, E e F os pontos médios dos lados BC,CA
e AB respectivamente. Mostre que

AD+DE+CE=0

1
Ex. 5.4 — Mostre que zﬁ + @ + ZQ e gzﬁ sdo colineares;

Ex. 5.5 — Dado um paralelogramo ABCD e sejam K, L os pontos médios dos lados BC e
CD. Escreva o vetor BC como combinacdo de a = R eb= ﬁ

C L D

Ex. 5.6 — Mostre que as alturas de um tridngulo AABC de angulos «, 3, y se interceptam
num unico ponto, denominado ortocentro cujo vetor posicao é:

tgowa 4 tg fb + tg yc
tga +tgB+tgy

Ex. 5.7 — Mostre que a bissetriz de um tridngulo AABC se interceptam num tnico ponto,
denominado circuncentro cujo vetor posicao é:
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sen2xa + sen2Bb + sen2yc
sen2x + sen2p + sen2y

Ex. 5.8 — Num plano sido dados dois triangulos AABC e ACDE. Sejam G, H, I os pon-
tos médios dos segmentos AC, BD e CE respectivamente. Mostre que os baricentros dos
triangulos AABC ADEF e AGHI sao colineares.

S

Ex. 5.9 — Mostre que para vetores ndo colineares a e b a igualdade:

mia + mb = mpa + nyb

equivale ao sistema de igualdades

Ex. 5.10 — Dado um paralelogramo ABCD e sejam E e F pontos nos lados BC e CD de

modo que

BF DE

IBFI _, IDEN _

IEC] [EC]|
sendo p, A nimeros reais positivos. Os segmentos FD e AE se intersectam no ponto O.

O]
Determine .
|OD]
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VETORES EM COORDENADAS

No primeiro capitulo estudamos vetores de um ponto de vista totalmente geométrico. Po-
rém, o ferramental geométrico se mostra ineficiente e quicd insuficiente quando nos depa-
ramos com problemas de maior complexidade. Neste capitulo introduziremos a represen-
tacdo algébrica dos vetores e do espaco Euclidiano. E essa representacéio que nos permite
converter problemas geométricos em problemas algébricos e efetivamente realizar calculos
com vetores.

Os primeiros passos no sentido de encontrar tais representacgoes ja foram dados no ca-
pitulo anterior, ao estudarmos o conceito de base. Neste capitulo daremos continuidade a
estas ideias e veremos como utilizar as propriedades geométricas estudadas até agora para
encontrar representacoes algébricas ndo apenas para vetores, mas também para os pontos
do espaco Euclidiano. Tais representacdes serdo chamadas de sistemas de coordenadas, e
serdo o foco principal deste capitulo.

Mais precisamente, um sistema de coordenadas é uma identificacdo continua do plano
(espaco) euclideano com uma regifo de R? (IR®) que nos permita localizar pontos através
de pares (triplas) de nimeros reais.

Vejamos, por exemplo, como podemos relacionar vetores e pontos no espaco de modo a
obter um sistema de coordenadas.

Se considerarmos B = (ey, e, e3) uma base de V?, pelo

teorema da base para o espago, temos que qualquer vetor P
v pode ser representado como:
v /\393
e
v = Ae; + Arer + Azes, e1 Aey
? B
onde os coeficientes Ay, Ay, Az sdo tnicos. €2 5? Fhae
Tal igualdade nos permite construir a seguinte bijecdo Q'K

entre V3 e R3:

n:V3 —5 RS

V —— ()\1, )Lz, /\3)

Lembramos ao leitor que bijecao é uma func¢édo que identifica univocamente os elemen-
tos do dominio com os do contra-dominio. Mais precisamente uma func¢do bijetora é uma
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aplicacdo simultaneamente injetora, isto €, que leva elementos distintos do dominio em
elementos distintos da imagem, e sobrejetora, ou seja, tal que todo elemento do contra
dominio é imagem de algum elemento do dominio.

Devido existéncia da bijecao descrita acima, definimos a seguinte notacdo:

Vv (/\1,/\2, )\3)8'

Chamamos (A1, A2, A3) de coordenadas do vetor v na base B.

Considere agora o espaco Euclidiano (IE®). O primeiro passo necessdrio para encontrar-
mos um sistema de coordenadas é “localizar” os pontos no espaco. Observe que para isso
ndo basta uma base de vetores, pois, como ja dissemos anteriormente, vetores ndo sao lo-
calizados no espaco. Assim torna-se necessaria a escolha de um ponto qualquer para nos
servir de referéncia. Fixemos entdo um ponto O € E3 a que chamaremos de origem do
sistema de coordenadas. A partir de tal ponto as posi¢cdes de todos os pontos de [E3 serdo
determinadas.

Observe que, fixado O, um ponto P qualquer em IE3 pode ser escrito como P = O + O?

Tal igualdade nos permite identificar univocamente pontos de IE> com vetores de V?3:

B — V3

P»—)(ﬁ’

Chamamos assim (ﬁ’ de vetor posicao de P.
Tomando a composta ¢ := 11 o 1, obtemos uma bije¢fio entre os pontos de [E e os elemen-

tos de IR®: a cada ponto P podemos associar a tripla (Aq, A2, A3).

2.1 SISTEMAS DE COORDENADAS

Motivado pelo exposto acima, definimos

Definicdo 2.1 Um sistema vetorial de coordenadas no espaco X é o conjunto for-
mado por uma base de vetores B = (e, e;, e3) e um ponto O, chamado de origem do
sistema de coordenadas. Denotaremos o sistema de coordenadas por

~ = (0,B).

A bijecdio entre [E3 e R® dada por ¢ devido & ¥ nos permite definir a seguinte notacéo:

P: (/\l/ )\2/ )\3)21
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onde (Aq, Ay, A3) sdo as coordenadas do vetor posicdo @ na base B. Chamamos, nesse
caso, (A1, A2, A3) de coordenadas do ponto P no sistema de coordenadas .

Observacdo 2.2 Fixado um sistema de coordenadas X, é usual representar as coordenadas
de um vetor v na base B associada a ¥. também por (A1, A, A2)s.

Muitas veges quando o sistema de coordenadas ¥. e a base B estdo claros pelo contexto ¢
comum, também, denotar tanto o ponto P quanto seu vetor posi¢cdo a)? indistintamente por
suas coordenadas: (A1, A2, A3) (sem indicar os sub-indices ¥ ou 3). Nesse caso cabe ao leitor
entender pelo contexto a quem se referem as coordenadas descritas, a um ponto ou a um vetor.

Finalmente, verifique que podemos de forma totalmente anédloga a descrita acima iden-
tificar pontos do plano euclideano IE? com vetores de V2 e com elementos de IR?. Para isso
tudo que precisamos é de um sistema de coordenadas ¥ = (O, B) onde B é uma base de
V2, ou seja, um conjunto formado por dois vetores linearmente independentes.

No que se segue apresentaremos os resultados apenas para V2, deixando implicita sua
validade em V2.

Se i, j e k forem trés vetores ortonormais, ou seja, ortogonais dois a dois e de norma
1, entdo o sistema de coordenadas ¥ = (O, B) onde B = (i,j, k) é chamado de sistema
cartesiano de coordenadas. Daqui em diante as letras i, j e k sempre denotardo vetores
ortonormais.

Um sistema de coordenadas cujos vetores nao sdo ortogonais é dito sistema de coor-
denadas obliquo.

€3
O & —>
R
Figura 2.1: Sistema Figura 2.2: Sistema
de Coordenadas Orto- de Coordenadas Obli-
normais quo

Exemplo 2.3 Dado um retdngulo ABCD conforme a figura abaixo, vamos encontrar as

coordenadas dos pontos A, B,C, D e dos vetores ﬁ e R nos seguintes sistemas de coor-
denadas:
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1. 21 = (A,B1) onde 61 = (e1,e2).

2. 22 = (B, 82) onde 82 = (93, %el).

D C

81:1@
€3 82:1@
€2 63:1@

A €1 B

Solucdo: (1) Vamos primeiro escrever as coordenadas de A, B,C, D no sistema X. Para
. - ? . . 1.

isso devemos escrever os vetores AA, zﬁ,zﬁ e AD como combinacdo linear de e e e;.
Por definicao

1@ = e € zﬁ = ey.
Temos também que
zﬁ =e1te

- L. . -
e que AA, sendo o vetor nulo, é igual a Oe; + Oe;. Assim as coordenadas sao

A: (0, 0)21 pois ﬁq = Oe; + Oey
B: (1, 0)21 pois zﬁ = le; + Oep
C:(1,1)5, pois AC = le; +le;
D:(0,1);, pois AD =0+ ley,

Para encontrar as coordenadas dos vetores ﬁ e R basta observar que
ﬁ): —e1te e R:eﬁ—ez,
e portanto temos
BD: (~1,1)g,
AC: (1,1)g,

(2) Vamos agora escrever as coordenadas dos pontos A, B, C, D no sistema ¥, = (B, (e3, %e1)> .

- . ~
Para tanto devemos escrever os vetores BA, ﬁ, ﬁ e ﬁ como combinacao de f; e f;

1
sendo f; = ez e f, = §e1.
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Observe que

H
BA = —e] = -2 <%e1> = —2f2,

ﬁ = 0f; + 0f, (vetor nulo),
B_&: e, = —e3+e; = —1f; +2f,
BTS = e3—2e1 :fl —4f2.

E assim as coordenadas dos pontos sdo

O 0 wmw >

Calculando as coordenadas dos vetores B?) e R, usando que e, = e3 — e; obtemos que

ﬁ:—e1+e2:e3—2e1:f1—4f2

R=e3=f1,

e portanto vale

BD: (1, —4)s,
zﬁ . (1, 0)22

Exercicios

Ex. 1.1 — Dado o hexagono regular ABCDEF de centro O, conforme a figura abaixo:
D
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Determine as coordenadas dos pontos O, A, B,C, D, E e F nos seguintes sistemas de coor-
denadas:

a) (O;O?,O?)
b) (0;0C,0F)
) (B;B?,]%)
d) (B;BC,BE)

Ex. 1.2 — Encontre as coordenadas dos seguintes vetores nos sistemas de coordenadas do
exercicio anterior:

a)@
b) BD
C)R
d) BE

Ex. 1.3 — Dado o paralelogramo retangulo ABCDEFGH abaixo. Sejam e; = z@, e =
AC, e3 = AF, e, — AE.

H G
E T 3
D
L
A B
Determine as coordenadas dos pontos A,B,C,D,E,F,G e H nos seguintes sistemas de
coordenadas:
a) (Ae;eyes)
b) (A;ezeq;es)
c) (A;eseq;es)
d) (H;ei; ey e3)
1
e) (G, — 2e1;3e3)
1
f) (A/ Eel/ EeZ/ Ee?))
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Ex. 1.4 — Determine as coordenadas dos vetores zﬁ, zﬁ, Z_F), R, ﬁ, I—Té, ﬁ nos seguin-
tes sistemas de coordenadas:

a) (A;ep;exes)

b) (A;eyeq;es)
o) (H;ei;exes3)
d) (H;epeq;e;3)
e) (G}_QB}%91;393)

2.1.1  Operacoes Vetoriais em Coordenadas

Agora que sabemos como representar vetores e pontos em coordenadas precisamos saber
como operar com estas representacoes. A proposicdo abaixo nos diz como as operacées com
pontos e vetores vistas no capitulo anterior podem ser traduzidas para a representagdo que
acabamos de apresentar.

Proposicdo 2.4 Seu : (a1,az,a3)y, V: (b1,by,b3)5 e P: (p1, p2, p3)y, entdo:

1. u+v: (a1 + by,a + by, a3 + bg)z
2. Au: (Aag, Aay, Aaz)y,

3. P+u: (ay+ p1,a2+ p2,a3 + p3)y

Demonstracao:

1. Dado um sistema de coordenadas ¥ = (B,0), onde B = (eq,ez,e3), como u :
(a1,a2,a3)5 € v : (b1, by, b3)y, por definicdo temos que:

u = aje; +azey +asez
v = bie; + brey + bses
E logo
u+v = aye;+are; + azes + bre; + brey + bses

= = (Lll =+ b])el =+ (ﬂz =+ b2)e2 + (El3 + b3)e3
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E desta forma as coordenadas de u + v no sistema de coordenadas Y. sdo

u+v:(ay+ by, ax + by, a3 + b3)

. Como u : (a1,ay,a3)y, por definicdo temos que:

u = aje; +azey +asez

Desta forma temos que

Au = A(aje; +azey +azes)

= Aaje; + Aarep + Aazes

E consequentemente:
Au: (/\LZ1,AEI2, /\LZ3)

. Deixaremos como exercicio para o leitor.

2.1)
2.2)

0

Considere fixado um sistema de coordenadas > = (B, O). Observadas as operagdes com

pontos e vetores em coordenadas, uma pergunta que resta ser respondida é: dados os

pontos A : (a1,a,a3) e B : (by, bz, b3), como podemos encontrar as coordenadas do vetor

AB?

Observe que, pela definicdo de subtracdo de vetores, vale que zﬁ = (ﬁ — O—fi Entéo,

como

Tal

—
OA = a1e1 + arep + azes e O? = b1eq + byey + bse3, temos:

zﬁ = (bl — al)el + (bz - az)ez + (b3 — a3)e3
AB = (b1 —a1,by —az, bz — az)

igualdade da origem a notacdo de Grassmann que diz:

AB—B— A.

Observe que a igualdade acima é, no entanto, apenas uma notacdo ji que em nenhum
momento foi definida soma ou subtracdo de pontos.

Exemplo 2.5 Dados os pontos A : (1,3,2), B: (1,1,1) e C : (1,1,0) determine as coorde-

nadas
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1. dos vetores z@, Ii)?

2. do vetor zﬁ + %Eé

3. do ponto C + %zﬁ
Solucao:

1. AB:(1-1,1-3,1-2) = (0,2, —1)
BC:(1-1,1-1,0-1) = (0,0,-1)
2. AB+ %zﬁ —(0,—2,—1) + %(0,0,—1) — (0,-2,—1— %) —(0,-2,—
3. C4+ LAB = (1,1,0) + 2(0,—2,—1) = (1,0, — %)
2 2 2
0

Exemplo 2.6 Determine o ponto médio M = (mj,my,m3) de um segmento com ponto

inicial A = (a1,a2,a3) e B = (b1, by, b3), num sistema de coordenadas ¥ = (BB,0), onde
B = (e1,e,e3).
Solucao: Primeiro observamos que zﬁ = 21_4—]\71 pois os vetores possuem o mesmo sentido
e 0 comprimento Hzﬁ“ ¢é duas vezes o comprimento HWH

Assim

(bl - al)el + (bz — a2)32 + (b3 - €3)E3 = 2(7111 — al)el + 2(7112 - az)ez —|—2(H13 — a3)e3

o que implica em
bi — a; = 2(m; — a;),
para todo i € {1,2,3}. Logo
e — bl‘ — a;
[ 2 7

para todo i, e

) bi+ay by+ay b3+as
M< A .
Il

De posse da representacgdo dos vetores em coordenadas podemos agora fornecer critérios
para a dependéncia e a independéncia linear de vetores:
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Teorema 2.7 Os vetores u : (ay,az,a3), v : (b1, by, b3) e w : (c1,¢2,c3) sdo linearmente
independentes se e somente se

ay dz 4as
by by by |#0
€1 2 €3

Demonstracao: Os vetores u, v, w sdo linearmente independentes se o sistema:
xu+yv+zw =0 (2.3)

possuir somente a solucgéo trivial x =y =z =0
Em coordenadas podemos expressar a equagao [2.4] como:

x (a1,az,a3) +y (b1, by, b3) + 2z (c1,c2,¢3) =0 (2.4)

E logo teremos o sistema:
ax+by+cz=0
axx + by +cz =0
a3x + b3y +c3z =0

Pela regra de Cramer (ver Apéndice [Clpdg.[C.3]) o sistema anterior tem solucdo unica se
e somente se seu determinante for ndo nulo:

ap a as
by by by | #0
c1 C2 (3

0

Exemplo 2.8 Considere fixada uma base de vetores B = (e1, e, e3). Sejam f; = (1,1,1)3,
f, = (1,0,1)g e f3 = (0,—1,1).

1. Mostre que C = (fq, f,,f3) é uma base de V3.

2. Encontre as coordenadas do vetor u = (1,2,3)¢ na base B.

3. Encontre as coordenadas do vetor v = (1,2, 3)3 na base C.
Solucao:

1. Pelo teorema da base, basta mostrarmos que f;, f, e f3 sdo linearmente independen-
tes.
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Como:

1 1 1
1 0 1|=-1+#0,
0 -1 1

pelo Teorema [2.7] temos que, de fato, f1, f, e f3 sdo linearmente independentes.

u= (1,2,3)@ = 1f; + 2f, + 3f3 =
=1(1,1,1)5+2(1,0,1)5 +3(0,—1,1)5 = (3, —2,6) 3.

3. Antes de escrevermos v na base C precisamos obter as coordenadas dos vetores eq,
e, e ez na base C:

fi =1le;+1ley;+1les
f, =1le; +0ey + les
f3 = 091 — 182 -+ 1e3

fi =1le;+1ley; +1les
fi —f, =0e;+1ley + Oe3
fs + <f1 — fz) = Oeq + 0ey + les

f1 —f, =0eq + ley + Oe3
f3 + (f1 — fz) = Oeq + Oe; + les
Donde temos:

e = 1f1 + 2f2 — 1f3 = <1,2, —1)@
€ = 1f1 — 1f2 + 0f3 = (1, —1, O)C
e3 =1f; —1f, + 1f53 = (1, —1,1)@

{ f1 — <f1 — fz) — [f3 + <f1 — fz)] = 131 + Oep + 083

Finalmente:

vV = (1,2,3)3 = le; + 2e3 + 3e3 =
= 1(1, 2, —1)@ -+ 2(1, -1, O)C + 3(1, -1, 1)C = (6, -3, 2)0.
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Observacao 2.9 Mais detalhes sobre mudanca de base podem ser encontrados no Capi-
tulo ??.

Exemplo 2.10 Determine m de modo que os vetores u, v e w sejam linearmente dependen-

tes, onde:

v=(1,m+1,m+2) w=(1,0,m) k=(0,23)

Solucao: Para que os vetores sejam linearmente dependentes, pelo teoremal[2.7] o seguinte
determinante deve se anular:

1 14+4m 2+4m
1 0 m =0
0 2 3

Calculando o determinante temos que:

1 14+4m 2+4m

1 0 m =1-3m
0 2 3
. . . 1
E assim queremos determinar os valores de m para os quas 1 — 3m = 0 e assim m = 3 ]

Exercicios

Ex. 1.5 — Os pontos médios dos lados de um tridngulo sdo (2,5), (4,2) e (1,1). Determine

as coordenadas dos trés vértices.

Ex. 1.6 — Dados dois pontos P : (x1,y1,21) € Q : (x2,Y2,22), encontre a coordenada do
ponto R, que se encontra sobre o segmento ligando os pontos P e Q e tal d(R,Q) =
M(R, P).

Ex. 1.7 — Prove utilizando coordenada que o segmento de reta que une os pontos médios
das laterais de um trapézio é paralelo as bases e sua medida é a média aritmética das
medidas das bases.
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Ex. 1.8 — Prove que se u : (a1,a2,43)y € P : (p1, p2, p3)y, €ntéo:

P+u: (a1 + p1,a2 + p2, a3 + pa)y

Ex. 1.9 — Determine quais dos conjuntos abaixo sdo L.I.
a) {(1,-1,2),(1,1,0),(1,-1,1)}
b) {(1,-1,1),(-1,2,1),(-1,2,2)}
o {(1,0,1),(0,0,1),(2,0,5)}

Ex. 1.10 — Exprima o vetor w : (1,1) como combinagdo lineardeu: (2,—1)ev: (1,—-1).

Ex. 1.11 — Sejamu = (2,1) e B = (1,3). Mostre que todo vetor (cj, c;) pode ser expresso
como combinacdo linear de u, v

Ex. 1.12 — Sejamu = (1,1,1), v=(0,1,1) e w = (1,1,0) vetores no espago.
a) encontre as componentes de um vetor z = (a,b, ¢) na base formada por u, v, w.

b) Mostre que se z = 0 entdo as componentes de z na base formada por u, v, w sdo
todas iguais a zero.

c) encontre as componentes de um vetor z = (1,2,3) na base formada por u, v, e w.

Ex. 1.13 — Mostre que dois vetores ndo nulos u : (a1,a2,a3) e v : (b, by, b3) sdo linear-
mente dependentes se e somente se existe A tal que:

(a1,a2,a3) = (Aby, Aby, Ab3)

Utilize esse critério para decidir se os vetores abaixo sdo linearmente independentes ou
linearmente dependentes:

a) u=(1,23) v=
b) u=(1,03) v=

c) u=(1,2,5) V= <1 1 §>
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Ex. 1.14 — Utilizando o exercicio anterior, mostre que dois vetores ndo nulos u : (a1, a,a3)
e v : (by, by, bs) sdo linearmente independentes se e somente se ao menos um dos determi-
nantes

a a2
by by

az 4as
by b3

a a3
by b3

7

¢ ndo nulo.

Ex. 1.15 — Determine m,n de modo que os vetores u, v sejam linearmente dependentes,
onde:

a) v=1,mn+1)w=(m,n,2)
b) v=(1,m—1,m)w = (m,n,4)

EX. 1.16 — Sejam u : (m, —1,m?>+1) e v : (m>+1,m,0) e w : (m,1,1). Mostre que os
vetores u, v e w formam uma base para o espaco independentemente do valor de m.

Ex. 1.17 — Dado (ej, 2, e3) uma base. Determine condi¢des necessarias e suficientes so-
bre a,b de modo que os vetores (u,v,w) sejam linearmente independentes, com u, v, w
dados por:

a) u=e; —e,v=e;t+e+e;,w=ae +be+ e;3

b) u=-e; —ery+e3 v=-e+e+3e;,w=ae, +bey + (b*>+2a)e;

Ex. 1.18 — Dado um tetraedro ABCD, Determine a coordenadas dos pontos médios dos
lados AB,CD, BD, BC no sistema de coordenadas determinado pelo ponto A e pela base

{1@, R, zﬁ} (compare com o exemplo[3.4]

2.2 BASES ORTONORMAIS E COORDENADAS CARTESIA-

NAS
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Vamos agora explorar algumas das vantagens de se traba-

lhar com as chamadas bases ortonormais ou, mais geral- P (ny)
. . %Y
mente, com sistemas de coordenadas cartesianas. = kT ;

Lembrando, uma base é dita ortonormal se seus vetores vi
sdo unitarios (possuem norma 1) e perpendiculares dois a

dois. Um sistema de coordenadas formado por uma base 0

ortonormal é chamado de sistemas de coordenadas carte- o xi eixo x

sianas. A partir deste ponto vamos fixar notacao e utilizar
(i,j) para denotar uma base ortonormal para o plano, e
(i,j, k) para o espago.

Seja B = (i,j) uma base ortonormal para V2, O um ponto no plano e & = (B,0)
o sistema de coordenadas cartesianas determinado por eles. Dado agora um ponto P no
plano considere o vetor r = &’ e sua representacdo no sistema X dada por r : (x,y), ou

seja:

r = xi+yj.
Como a base considerada é ortonormal, segue diretamente do Teorema de Pitdgoras que

2 ) .12
el ™ = [l + [yl
112 112
= 2]+ |l
x>+ yz.

Assim, se denotarmos por r o tamanho do vetor r temos que

N

A mesma ideia pode ser levada para o espaco, onde obte-
mos que se r = xi + yj + zk, entdo

r=ll =R+

Voltemos por momento para o caso planar e denote por 6

o angulo entre o eixo OX e o vetor r. Neste caso, ndo é

dificil ver que

x = rcos(0),

y =rsen(h).

Utilizando o Teorema de Pitagoras, temos também que a distancia entre os pontos P :
(a1,a2) € Q : (b1, by) é dada por:

d(P,Q) = \/ (b1 — a1 + (b2 — az)?
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Q: (x2,y2)

(2 —y1)i

P: (.X],yl) (XZ—Xl)i

Figura 2.3: Distancia entre dois pontos no plano.

E no caso tridimensional distincia entre os pontos P : (a1,a,a3) € Q : (b1, by, bs) é dada
por:

d(P,Q) = \/(bl —a1)% + (by — a2)? + (bs — a3)?

Observacio 2.11 E importante observar que para realizarmos os cdlculos acima foi absoluta-
mente necessdrio que o sistema de coordenadas considerado fosse cartesiano. Podemos calcular
as mesmas quantidades utilizando outros sistemas, mas as expressoes ficam diferentes e muito
mais complicadas.

Exemplo 2.12 Suponha fixado um sistema de coordenadas cartesiano. Calcule a distancia

dos pontos A : (1,0,2) e B: (3,2,1).
Solucdo: Temos que d(A, B) = Hz@” Como AB =B — A = (2,2,—1), segue que:

d(A,B) = /22 +22 + (-1 =3.

4 s Ve . 7 . ~ .
Exercicios Nos préximos exercicios, as coordenadas sdo expressas num sistema carte-
siano.

Ex. 2.1 — Dados os vetores a, b, ¢ conforme a figura abaixo. Determine as componentes
dos vetores a,b,cedea-+b +c
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\

120° 45°

N N 30°

\

Vetores a, b, ¢ respectivamente

Ex. 2.2 — Dados os vetores a, b, ¢ conforme a figura abaixo. Determine as componentes
dos vetores a,b,cedea+b + ¢

135°

Ex. 2.3 — Dados A: (—3,2), B: (3,5) e C: (0,3) desenhe o tridngulo ABC e ache:
a) A distancia entre os pontos A e B;
b) A distancia entre os pontos B e C;
c¢) O vetor B—1>‘1 e o vetor R;
d) O vetor B—1>‘1 + R
e) O ponto médio do segmento AC

f) O ponto na reta ﬁ que dista trés vezes mais de A do que de B. (Duas respostas)

Ex. 2.4 — Dados A : (4,8,11), B: (—3,1,4) e C : (2,3,—3) desenhe o tridangulo ABC e
ache:

a) O comprimento dos trés lados do triangulo;
b) Os pontos médios dos trés lados do triangulo;

c¢) Os vetores 1@, E‘ié e C—fi;

H
d) A soma 1@ + B% + CA. Porque essa soma deve ser zero?;
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e) Os angulos entre zﬁ e Eé Dica: use a lei dos cossenos;
f) A area do triangulo;

g) O ponto D tal que ABCD é um paralelogramo (Trés respostas)
Ex. 2.5 — Qual o ponto do eixo x é equidistante dos pontos A = (1,—3) e B = (3;—1)?

Ex. 2.6 — O triangulo ABC, com A = (—4;0) B = (4;0) C = (0;y) é equilatero. Quais
sdo os possiveis valores de y?

Ex. 2.7 — Trés vértices de um retangulo sdo (2, —1), (7, —1) e (7;3) : Determinar o quarto

vértice e a drea.

2.3 PRODUTO ESCALAR: ANGULO ENTRE DOIS VETORES

Em toda geometria é de fundamental importancia a medicdo e manipulagdo de angulos.
Veremos que, além de diversas outras aplicacoes, angulos entre vetores (ou entre vetores
e retas) podem ser usados na definicio de uma nova forma de representar pontos do
espaco Euclidiano (coordenadas polares). Surge entdo a pergunta: como podemos utilizar
os sistemas de coordenadas para determinar o dngulo entre dois vetores u e v?

Conforme ja vimos no inicio do Capitulo [} entendemos por
angulo entre dois vetores u e v o angulo 6, com 0 < 0 < 7,
formado por representantes de u e v com mesma origem.

O primeiro passo é escolher um sistema de coordenadas carte-

siano ¥ = (B,0) com B = (i,j, k) e escrever os vetores neste

sistema, ou seja:

u = a1i + apj +ask Figura 2.4: Angulo en-
v = b1i+ byj + b3k treuev

Observe agora que pela lei dos cossenos

Iv = ul* = [[u]l? + [Iv]]* = 2[[u][]|v]| cos (6),
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€ portanto

(a1 — b1)? + (a2 — bo)* + (a3 — b3)* =
a4+ a3 + a5 + b2 + b3 + b — 2 ||u| ||v|| cos(8).

Assim
a1by + azby + azbz

9) —
cos(f) Tal v

Ao termo ayb; + axby + azbs daremos o nome de produto escalar de u por v e denotare-
mos por u - v.
Resumindo:

Definicdo 2.13 Se £ = (B,0) com B = (i,j, k) é um sistema de coordenadas car-
tesiano, u = (ay,42,a3)y € v = (by, by, b3)x, entdo definimos o produto escalar (ou
produto interno) de u e v como:

u-v:=aby + axby + asbs.
Além disso vale:
Proposicado 2.14 Dados dois vetores u e v temos que:
u-v = |ufl[[v]cos®,

e assim o dngulo 6 entre esses vetores satisfaz:

u-v
0 = arccos <7> .
[[ul| vl

Uma consequéncia imediata da definicdo de produto escalar é:

Proposicdo 2.15 Dois vetores u e v sdo perpendiculares se e somente se u - v = Q.
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Observacdo 2.16 Dado um vetor v = (x,y) num sistema cartesiano no plano, ¢ interes-
sante notar que o vetor n = (—y, x) é ortogonal a v e tem mesma norma de v. Note:

v.n =—xy+xy=0
nfl = vx2+y* = vl

De fato, veremos no Capitulo 9] Se¢do [0.3] que n; = (—y, x) é v rotacionado de 90° no
sentido anti-hordrio, e ny = (y, —x) é v rotacionado de 90° no sentido horério.

Exemplo 2.17 Determine o dngulo entreu =i+2j+kev = —i+j+2k.

Solucéo:
u-v
[ull v
3

1
T Veve 2

1 7T
0= — | ===60°
= arccos ( 2) 3

cosf =

Exemplo 2.18 Mostre que os vetores u = 3i + 4j + k e v = 2i — 3j 4 6k sdo ortogonais.
Solucéo:
u-v=(3,41)-(2,-3,6)=3-2+4-(-3)+1-6=6—12+6 = 0.

Logo u e v sdo ortogonais.

Proposicdo 2.19 O produto escalar possui as seguintes propriedades:
l.u-v=v-u
2. u(v+w)=u-v+u-w
3. u-u=|ul>>0
4. u-u=0seesomenteseu =0

5 u (Av) =Au-v
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Demonstracdo: Se u: (ay,az,a3) e v: (b1, by, b3) e w: (cq,c2,¢3)

1.
u-v =a1by +axb, +azbs = bya; + bra, +bzaz =v-u
2.
w (v+w) = (am,a2,a3) (b1+c1,b2+c2, b3+ c3)
= ﬂ1<b1 + C1) + az(bz + Cz) + ﬂ3<b3 + C3)
= (mb1 + a2by + azbs) + (a1c1 + azco + azcs)
= u-vt+u-w
3.
wu=a+a+a=|uf>>0
4. Seu-u = 0 entdo |lul| = 0 e consequentemente u = 0. Reciprocamente, se u = 0

temos u = (0,0,0), e entdo u-u = 0> + 0% + 0> = 0.
5. A demonstragdo desse item é deixada como exercicio ao leitor.

O

Exemplo 2.20 Num quadrado ABCD tem se A = (3,—4) e B = (5,6). Quais sdo as

coordenadas dos vetores C e D?
Solucao 1: Denotando as coordenadas de C e D
por C = (c1,¢c2) e D = (dq,dp), temos que Kﬁ = G
(2&)}), ]i% = (C1 —5,C2 - 6), C% = <d1 — Cl,dz — Cz)
e DA = (d; — 3,dy +4). D/

O vetor BC é perpendicular ao vetor Xﬁ logo o B
produto escalar entre eles é nulo, ou seja,

BC . AB = 0. A

Isto implica que 2(c; — 5) + 10(c, — 6) = 0, que sim-
plificando resulta em

(@]

D>

2¢; +10c; = 70 (2.5)
Figura 2.5: Quadrados de lado AB
Temos ainda que H@H = HB?H = /104, logo

(c1 —5)%+ (c2 — 6)* = 104 (2.6)
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Substituindo (2.5) em teremos que (c; —6)?> =4 elogo c; = 8oucy =4

Quando ¢, = 8 por (2.5) ¢c; = —5 e quando ¢; = 4 entdo ¢; = 15, ou seja, C = (-5, 8)
ouC = (15,4).

O célculo de D ¢é anélogo. O

Solucao 2: Uma segunda solucdo para o exemplo acima faz uso da Observagio

Temos que zﬁ = (2,10) e dai, rotacionando zﬁ de 90° no sentido anti-horario, temos
—

BC = AD = (—10,2). Logo:

—B4+BC=(—
—
D =A+AD=(-7,-2).
Finalmente, se rotacionamos z@ de 90° no sentido horério, temos B% zﬁ (10, —2).

Assim:

C =B+ BC=(154)
D = A+AD = (13,—6).

0

Exemplo 2.21 Mostre que as trés alturas de um tridngulo sdo concorrentes em unico

ponto.

A c B

Solucdo: Dado um tridngulo AABC, entdo as alturas BB’ e CC’ se interceptam num ponto
—
O. Sejam entdo os vetores: a = OA,b = 5% ec— (?
Como as retas OB e CA sdo perpendiculares:

H
(ﬁ-CAzO:b-(a—c)szb-a:b-c
De modo andlogo, como as retas OC e AB sdo perpendiculares:

(?~zﬁ:O:>c~(b—a):O:>c-b:c~a
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Elogob-a = c-a, ou seja,
a~(c—b):O:>O—fi~B_(>7:O

Desta forma a reta OA é perpendicular ao lado BC, sendo assim a altura relativa ao vértice
A. Essa reta intercepta as outras alturas no ponto O, e assim as trés retas se interceptam
num Unico ponto, que é denominado ortocentro do tridngulo AABC.

0
2.3.1  Projecao Ortogonal
Passemos agora a um novo problema. Dados dois vetores v e u,
com u ndo nulo, queremos decompor o vetor v em dois vetores :
p, q tais que p é paralelo a u e q é perpendicular a u, ou seja, :
queremos encontrar p, q tais que :
v=p+q, p=Au paraalgumA €Re q-u=0. :

1w
Reescrevendo as condi¢Oes acima temos que . >

p = Proj, v

(v-p)-u=0 Figura 2.6: Projecio de

e logo v sobre u

(v—»Au)-u=0

viu—Aul*=0

Desta forma

u-v
pP= 5 |u
[[all

Do mesmo modo podemos ver que o vetor p assim determinado € unico. Tal vetor é
chamado de projecéo ortogonal de v sobre u e é denotado por Proj, v.
Demostramos assim o seguinte resultado.
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Proposicdo 2.22 Dado u um vetor ndo nulo, e v um vetor qualquer, entdo a proje¢do
ortogonal Proj, v de v em u existe e € tinica:

, u-v
Proj, v = (W) u 2.7)

Observacdo 2.23 Veja que um modo fdcil de lembrar da projegdo é observar a Figura e
ver que esta é um vetor p tal que seu comprimento obedece:

Il = (vl cose) = (1<) — (509,

[uli [ull

e tem mesma dire¢do e sentido que u, donde temos:

reivn = (327) (1) = (3 o

Note também que o vetor p = Proj, v ndo depende do comprimento de u. Tal fato encontra-
se expresso no lado direito da Equagdo [2.7]se observamos que o vetor u aparece duas vezes no
seu numerador e “ao quadrado” no denominador.

Exemplo 2.24 Determine a area do tridangulo AABC cujos vértices num sistema de coor-

denadas cartesiano sdo A = (1,2), B= (3,1) e C = (2,5)
Solucdo: Temos que AB = (2,-1) e AC = (1,3). Além disso, n = (1,2) é um vetor
ortogonal a AB.

A area do tridngulo A ABC ¢é dada por:

5 = 2|1 AB|},

AC x|

l

1
Como ||n| = ||zﬁ||, temos que S = E’R -n|. Logo:

1 7
5= <§> 146 =2

onde i = ||Proj, RH = , € a altura do tridngulo AABC relativa ao lado AB.

Exercicios
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Ex. 3.1 — Pela férmula do cos ache os trés angulos do triangulo cujos vértices sdo
a) (2,—1),(7,—1) e (7,3) (use uma calculadora)
b) (4,7,11),(-3,1,4) e (2,3,-3)

Ex.3.2— Seu = (2,1,—-1) e v = (1,—1,2), encontre um vetor ndo nulo w tal que

uw=v-w=0.

Ex. 3.3 — Seu = (2,-1,2) ev = (1,2, —2), encontre escalares 4, b tais que w = au + bw

ew-v=0.

Ex. 3.4 — Prove que os vetores u = 7i — 3j + 6k, v =3i + 3j — 2k e w =6i — 16j — 15k
sdo dois a dois perpendiculares.

Ex. 3.5 — Determine os trés dngulos de um tridngulo cujos vértices sdo (3,1), (5, —2) e
(6,3). Encontre também a drea do tridngulo.

Ex. 3.6 — Dados vetores a,b e c taisque a+ b + ¢ = 0 com |ja]| = 3,||b|| =5e€ ||| = 7.
Calcule o angulo entre a e b.

(Iv+wiP = |[v = wiP)

I

Ex. 3.7 — Provequev-w =

Ex. 3.8 — Mostre que se as diagonais de um paralelogramo sdo perpendiculares entéo ele
¢ um losango.

Ex. 3.9 — Decomponha o vetor u = —i — 3j + 2k como a soma de dois vetores vy e vy,
com v; paralelo ao vetor j 4 3k e v, ortogonal a este tltimo.

Ex. 3.10 — Suponha que 1@ seja o diametro de um circulo e seja C outro ponto qualquer
. 4 ~ .
desse circulo. Mostre que os vetores CA e @ sdo ortogonais.

Ex. 3.11 — Prove que:

a) Proj, Av = AProj, v
b) Proj,(v+ w) = Proj, v + Proj, w
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c) Proj, (Proju v) = Proj, v

d) v-Proj, w = Proj,v-w

Ex. 3.12 — Calcule o cosseno do dngulo formado por duas diagonais de um cubo.

Ex. 3.13 — Prove que |u-v| < |lul| [|[v] e que |u - v| = ||u]| ||v|| se e somente se um vetor
¢ multiplo do outro (Desigualdade de Schwarz).

Ex. 3.14 — Prove que ||u + v|| < ||u|| + ||v|| (Desigualdade Triangular).
Ex. 3.15 — Mostre que ||[u+ v|| = ||u — v|| se e somente se u-v = 0.
Ex. 3.16 — Prove que se u - v = 0 para todo vetor v entdo u = 0.

Ex. 3.17 — Num tridngulo retangulo, a altura relativa a hipotenusa é a média geométrica
das projecoes ortogonais dos catetos sobre essa hipotenusa. Prove esse fato escolhendo um
sistema de coordenadas no qual a hipotenusa esta sobre o eixo OX e o vértice do angulo
reto sobre o eixo OY.

Ex. 3.18 — Mostre que o 4ngulo entre as projecdes Proj, u e Proj, v ¢ igual ao 4ngulo
entre os vetores u e v.

2.4 PRODUTO VETORIAL: VETOR PERPENDICULAR A DOIS

VETORES DADOS

Voltemos nossa atencdo agora para um novo problema: dado dois vetores ndo paralelos
u e v como podemos encontrar um novo vetor w perpendicular aos dois vetores dados?
Note que, ao contrario do que ocorre com a projecao, este problema ndo possui uma tnica
solucdo. De fato, se encontrarmos um vetor w satisfazendo as condi¢des acima, qualquer
vetor Aw também satisfara.
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Passemos a solucdo. Como sempre, tomemos primeiro uma base ortonormal (i,j, k) e
facamos u = a1i + azj + azk e v = byi + byj + bsk. Vamos denotar por w = xi + yj + zk
o vetor que queremos determinar. Como queremos que o vetor w seja perpendicular aos
vetores u e v, precisamos entdioque w-u =0 e que w-v = 0.

Temos assim o seguinte sistema linear:

a1x +ay +asz =0
bix +byy+b3z=0

ou ainda
mx+ ay = —asz
bix + by = —bsz

Como u e v, pelo exercicio[1.14] podemos supor sem perda de generalidade que:

ap ap
# 0,
by by
e, usando a regra de Cramer, concluimos que
—aszz dap as dap ay 4as
—b3Z bz b3 bz b2 b3
X=——"=—z =z
ap ax a, ax aiy a2
by by by by by by
e
a1 —asz a; as as |
bl —b3Z bl b3 b3 b]
y:—: —Z = Z
a; az a az ay ap
bl bz bl bz bl b2
Escolhendo
a1 a2
z =
by by
temos que
a as |. as ay |. a, a
w=|®? M|, | B Mm i+ L
bz b3 b3 bl bl b2

Motivados pelos calculos acima, definimos:
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Defini¢do 2.25 O produto vetorial de u = (a1,a3,a3) e v = (b, by, b3) (num sistema
de coordenadas cartesiano), denotado por u X v, é o vetor obtido pelo seguinte deter-
minante formal:

i j ok
uxv=\|a ay as
by by b3

Antes de continuar apresentaremos algumas propriedades do produto vetorial.

Teorema 2.26 Dados os vetores u = (ay,az,a3), v = (b1,by,b3) e w = (c1,c2,¢3) 0
produto vetorial possui as seguintes propriedades:

1. Anti-simetria u X w = —wW X u

2. Distributiva: (Uu+ V) XW=uXW+V X W

ap dz das
3. Produto mistou- (vxw) =(uxv)-w=|b; by b3
C1 C» C3
2 2 2 2
4. [[laxv[|” = [[u|*[[v[]]" = [a-v|
5. [Jlux v| = ||u]| ||v] sen (8), onde 6 € o dngulo entre os vetores u e v.

Demonstracdo: A demonstracdo dos trés primeiros itens ¢ direta e sera deixada como
exercicios:
Para demonstrarmos a quarta propriedade basta observar que
2 112 2 _
[l ™ fv][” = fu-v]" =

= (a3 + a3 +a3) (V2 + b3 + b3) — (a1by + azby + asbs)’

= (aib3 + afb3 + aib} + a3b3 + a3bs + a3b3 + a3b7 + a3bs + a3b3)

—a2b? — 2ayayb1by — 2a1a3bibs — a3b3 — 2ayazbybs — a3b3

= a2b3 + atb3 — 2a1a,b1by — 2a1a3b1by + a5b? + a3b3 — 2a,a3b2b3 + a3bi+-
a3b3 (aybz — a3b2)2 + (mbz — a3b1)2 + a1by — arby

= [lu x |

A quinta propriedade decorre facilmente da anterior, bastando para isso lembrar que

2 2 2
u-v[" = [[u]* [ v]" - cos? (9)
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€ portanto

1v]* - cos? (6)

Vamos agora explorar algumas consequéncias geométricas do produto vetorial.

2.4.1 Area de um Paralelogramo e de um Tridngulo

Primeiro considere o paralelogramo determinado por dois vetores ndo paralelos u e v,
como na figura abaixo

|lv]| sen 6

A altura do paralelogramo é dada por ||v|| sen(f) e portanto, da propriedade 5 do pro-
duto vetorial, concluimos facilmente que sua drea é dada por ||u| ||v] sen () = ||u x v|[.
Em resumo, mostramos que a area do paralelogramo de lados u e v € igual ao comprimento
do produto vetorial destes vetores.

A=luxv|

A partir da expressdo anterior podemos encontrar uma expres-
sdo para a drea de um triangulo AABC. Para isso considere o
paralelogramo determinado pelos vetores AB e BC, como na fi-
gura abaixo. A diagonal BC desse paralelogramo divide este em

dois triangulos de areas iguais. Logo a area do tridangulo sera
metade da drea do paralelogramo:

b
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2.4.2 Volume de um Paralelepipedo

A seguir vamos calcular o volume de um paralelepipedo, em fun¢do dos vetores u = zﬁ,

v=ADew = AL.

Aregda base =u x v

Sabemos que o volume do paralelepipedo é dado pelo produto V = A,h da area A, da
base pela altura h. Como ja vimos a drea da base pode ser calculada por A, = |ju x v||. Ja&
a altura é dada pela norma da proje¢do do vetor w sobre o vetor u X v. Como

Proj,,,w = <u><7‘,)?@ X V),
[Ju vl
segue que
. [(uxv)- w|
[Projy oy W = ————7— [lu x|
[Jw vl
_ [(uxv) - wl
[Ju x vl
Segue portanto que
V= Agh = fuxovf LW o)Wl
[u v

Exemplo 2.27 Sejam A = (ay,a;),B = (b1, b2),C = (c1,¢c2) pontos no plano. Entdo a area

do AABC é dada por

1 a apy 1
SaaBc = E det by b, 1
c1 C2 1
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Demonstracdo: Considere os vetores a, b e ¢ de coordenadas a = (a1,42,1), b = (by,b,1)
ec=(c,c21).

E facil ver que eles sfio arestas de um tetraedro de altura 1 que tem como base um tridn-
gulo congruente ao tridngulo AABC. Se S apc € a area do triangulo A ABC, o volume V¢
desse tetraedro é:

1

Vr = gsmgc. (2.8)

Por outro lado, temos que, se Vp é o volume do paralelepipedo de arestas a, b e c,

também vale:

1
Vr = 2Vp. (2.9)

Igualando as equagdes (2.8) e (2.9) segue:

1 1 1 a az 1
SAABCIEVPIEIaXb-C\ZE det| b, by, 1
cg ¢ 1

O

O resultado anterior nos d4 um critério simples para que trés pontos no plano sejam

colineares.

Proposicao 2.28 Sejam A = (ay,a2),B = (b1, b2),C = (c1,¢2) pontos no plano. Entdo
eles sdo colineares se a drea do tridngulo formado por eles for zero, ou seja se:

ap ap 1
by b, 1| =0
cqg o 1

Exercicios

Ex. 4.1 — Calcule o produto vetorial entre
a) 7i—3j+6kebi—15 — 13k
b) 6i —16j — 15k e 3i + 3j — 2k
c) 3i+3jebi+4j

Ex. 4.2 — Seu=(3,41),v=(2,3,2) e w = (4,2,3) encontre
a) 2u+3v—7w
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b) u-w
c) V-W,
d) u-v,
e) uxv,
f) vxu

g) w-(vxu)

Ex. 4.3 — Dados os vetores u = (1,2,—1) e v = (2,1,0). Expresse o vetor a = (2,2,3)
como combinacdo de u, v, u X v;

Ex. 4.4 — Dado b = 1,2,1, determine a tal que a é ortogonal ao eixo z e

axb=(1,-1,1)

Ex. 4.5 — Determine v = (x,y,z) tal que
(x,y,z) x (1,2,-1) = (1,1,3)
(x,y,z)-(3,1,1) =3

Ex. 4.6 — Sejam os pontos P = (1,1,2), Q = (1,2,0) e R = (3,1,2) pontos médios dos
lados de um tridngulo AABC. Calcule a area do tridangulo AABC.

Ex. 4.7 — Provequeu X v=—-v XxXu

Ex. 4.8 — Provequeu-v=v-u

Ex. 4.9 — Provequeu- (v+w)=u-v4+u-w

Ex. 4.10 — Proveque ux (V+W)=uXv+uxw

Ex. 4.11 — Prove que u x v pode ser escrito como o determinante formal

i j k
uxv=\|a day as
by by b
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Ex. 4.12 — Prove que u- (u x v) = v- (u x v) = 0 de dois modos: primeiro calculando
diretamente e segundo utilizando as propriedades de u x v.

Ex. 4.13 — Mostre que dois vetores u e v sdo paralelos se, e somente se, u x v =10

Ex. 4.14 — Prove que em geral u- (v X w) pode ser escrito como o determinante da ma-
triz que tem como componentes

ay ay as
by by b3
1 C C3

Ex. 4.15 — Dado um tridngulo AABC como na figura a seguir.Usando o produto vetorial
demonstre a lei dos senos:

o B Y

Iwll— vl

Ex. 4.16 — Dado um tridngulo AABC e O um ponto qualquer, mostre que a drea A do
triangulo AABC é:

1
A:§||a><b+b><c+c><a||

sendoa:O—zzl,b:O?ec:O%
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2.5 ESCOLHA DO SISTEMA DE COORDENADAS

Um sistema de coordenadas cartesianas do plano pode ser escolhido tomando qualquer
ponto O como origem e qualquer duas retas perpendiculares como os eixos. Em geral re-
sultados geométricos ndo dependem de como escolhemos nosso sistema de coordenadas,
mas ao fazermos a escolha correta podemos simplificar significativamente o resolucéo de
um problema. E possivel, por exemplo, fazer com que as coordenadas dos vértices de certas
figuras geométricas fiquem mais simples, aumentando a quantidade zeros em suas coorde-
nadas, simplificando assim a manipulacdo algébrica.

Considere, por exemplo, um tridngulo AABC. Vamos descrever esse tridngulo através de
coordenadas A : (x1,y1),B : (x2,y2) e C : (x3,3) em um sistema de coordenadas .

(‘T37 313)
A <I2, 92)

(z1,91)

\J

Consideraremos o seguinte sistema de coordenadas: escolha como eixo x a reta AB, e
como eixo y a reta perpendicular a AB passando por C. Determine o sistema de coordena-
das colocando a origem no ponto O dado pela intersec¢édo dos dois eixos, e escolhendo uma
base ortonormal (i, j) formada por vetores unitarios paralelos a estes eixos. Neste sistema
o vértice A tem entdo coordenadas do tipo (a,0) e o ponto B coordenadas do tipo (b,0),
j& que ambos estdo sobre o eixo x. J4 o ponto C, que esta posicionado sobre o eixo y, tem
coordenadas do tipo (0, c).

Veja que com a escolha adequada do sistema de coordenadas conseguimos reduzir o
numero de variaveis de 6 para apenas 3.

A seguir apresentamos exemplos onde a escolha de um sistema de coordenadas ade-
quado facilita a demonstragdo de propriedades geométricas. Vocé consegue demonstrar
estas propriedades usando um sistema de coordenadas arbitrario?

Exemplo 2.29 Se um tridngulo é isdsceles, as medianas dos dois lados de mesmo compri-
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(a,0) © (b,0)

mento possuem o mesmo tamanho.
Solucao: Consideremos o mesmo sistema de coordenadas descrito acima. Neste sistema
temos A : (4,0), B: (b,0) e C:(0,c).

Supondo que segmentos CA e CB possuem o mesmo comprimento, concluimos que

Va2 +c?2 = {C—A| = {@| =\b2+2

e logo a*> = b?. Segue que a = b oua = —b. Se a = b ndo temos um tridngulo ja que dois
vértices coincidem, de onde segue que a = —b.
Seja M, o ponto médio de AC. Pelo exemplo [2.1.1] temos que as coordenadas de M; =

(g, %) = (%b, %) . Analogamente, o ponto médio M, de BC tem coordenadas (g, %) .
Como a mediana de CA ¢ dada pelo segmento BM; e a de CB é dada pelo segmento
AMo,, segue que

S b c 9% ?
[BMi| = ||(=5,5) = (b.0) =1/ + 7
e
S b c 9% ?
[AMa] =G5 5) = (b 0) | =1/ + 7
e as medianas relativas aos vértices A e B possuem o mesmo tamanho. O

Exemplo 2.30 Num triangulo retdngulo o ponto médio da hipotenusa é equidistante dos

trés vértices.

Solucao: Para um triangulo retdngulo AABC com hipotenusa AB um sistema de coordena-
das adequado € o que toma como origem o vértice C = O e como eixos as retas que ligam
CaAeCaB.
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Neste Sistema de coordenadas temos que A : A
(a,0), B: (0,b) e C : (0,0). O comprimento da hi-

potenusa é
|AB| = Va% + b?
Ja o ponto médio M da hipotenusa tem coordena- A:(a,0)

b
das M : (a —) e logo o comprimento da mediana é O T

22

2 b2

a 1 1
— T /g2 2 _ =
|CM| 1 + 1 5 a?+b 2]AB]

Logo temos que a distancia do vértice C a M é metade da distancia entre os vértices A e
B, e logo M esta equidistante dos trés vértices. O

A(0,¢) (d,c) (0, ¢) (b—a,c)

»

(a,0) O T 1,00 (a,0) O Tb,0)

trapézio paralelogramo

Exercicios

Ex. 5.1 — Mostrar que (—5,0),(0,2) e (0, —2) sdo os vértices de um tridngulo isdsceles e
achar sua area.

Ex. 5.2 — Sejam A = (4,0) e B = (0,a), com a # 0. Determine x de modo que o ponto
C = (x, x) seja o terceiro vértice do tridngulo equilatero ABC.

Ex. 5.3 — Dado um paralelogramo ABCD, escolha um sistema de coordenadas adequado
e mostre que AB + BC +CD + DA” = AC +BD (ou seja, a soma dos quadrados dos
lados de um paralelogramo € igual a soma dos quadrados das suas diagonais).

Ex. 5.4 — Num tridngulo retangulo, a altura relativa a hipotenusa é a média geométrica
das projecoes ortogonais dos catetos sobre essa hipotenusa. Prove esse fato escolhendo um
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sistema de coordenadas no qual a hipotenusa esta sobre o eixo OX e o vértice do angulo

reto sobre o eixo OY.

Ex. 5.5 — Se no tridngulo ABC as medianas que partem dos vértices A e B sdo iguais,

prove que os lados AC e BC sdo iguais, logo o tridngulo € isdsceles.
Ex. 5.6 — Enunciar e demonstrar a reciproca do teorema de Pitdgoras.
Ex. 5.7 — Se as diagonais de um paralelogramo sdo iguais entéo ele é um retangulo.

Ex. 5.8 — Determine a soma dos quadrados (dos comprimentos) das medianas do trian-
gulo AABC, sabendo que os lados do  ABC medem 4, b e c.

2.6 0 PROBLEMA DO LUGAR GEOMETRICO

Até este ponto estudamos como representar algebricamente o espago euclidiano, e como
podemos usar tais representagdes na resolucdo de alguns problemas geométricos. Nesta se-
cdo vamos dar uma passo além, e iniciar os estudos sobre um dos problemas fundamentais
da geometria analitica: o problema do lugar geométrico. Em poucas palavras, dada uma
figura ou condicdo geométrica queremos determinar uma equacdo ou condicoes algébrica
que a represente. Ou ainda, de modo contrario, dada uma equacéo ou condicio algébrica
determinar sua representacdo geométrica.

2.6.1 O lugar geométrico de uma equacao

Dada uma equagdo (por simplicidade, em duas x, y ou trés varidveis x, y, z)
flxy) =0 ou g(x,y,z) =0 (2.10)

cada par ou tripla de nimeros reais que satisfizer a equacao acima é dito solu¢do da equa-
¢do e o conjunto de pontos cujas coordenadas satisfazem a equacdo (2.10) acima é cha-
mado de lugar geométrico da equacao.

E importante ressaltar que o lugar geométrico, como definido acima, depende do sistema
de coordenados escolhidos. Em outras palavras, uma certa figura ou condi¢do geométrica
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pode ser descrita algebricamente de varias formas distintas, dependendo, dentre outros fa-
tores, do sistema de coordenadas escolhido. Por esta razao, buscaremos dentre as possiveis
representacoes aquela que proporcione a maior simplicidade algébrica.

Durante esse processo (e em vdrios outros) podemos substituir uma certa equagao por
outra que possua as mesmas solugoes, ou seja, que defina o mesmo lugar geométrico. Neste
sentido, duas equacoes algébricas sio ditas equivalentes se definem o mesmo lugar geo-
métrico.

Exemplo 2.31 Analisemos a equacédo

(x —2)%+ (y —3)* = 25.

Observe que tomando C = (2,3) a distancia » de um ponto qualquer (x,y) no plano eucli-
diano até C é dada por

r=yx-22+ (y-37

ou de modo equivalente

r? = (x—2)>+ (y—3)2

Deste modo vemos que um ponto (x,y) no plano satisfaz a equagio acima se, e somente
se, sua distancia para o ponto C : (2,3) for igual a 5.
Em outras palavras, escolhido o sistema de coordenadas descrito acima, o lugar geomé-
trico da equagéo
(x—a)+(y-b)? =7

é um circulo de raio r e centro no ponto de coordenadas (a,b).

Exemplo 2.32 Generalizando o exemplo anterior, um circulo de centro C e raio r é defi-

nido como o conjunto dos pontos cuja distancia ao centro é igual a r. Esta é a condicdo
geométrica que descreve o circulo. Busquemos agora uma representacdo algébrica. Se es-
colhermos um sistema de coordenadas cartesiano no qual C : (a,b), entdo todo ponto
P : (x,y) no circulo deve satisfazer

|CP| =T,

ou seja,

Vx—a?+y-b’=r,

ou ainda a equacdo algébrica equivalente

(x—a)’+ (y—b)> =1
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E importante observar que um ponto pertence ao circulo (ou seja esse ponto dista r do
centro) se e somente se satisfizer a equacio (x — a)* + (y — b)* = 2.

Em geral, sempre que tivermos este tipo de relacdo entre uma curva e uma equacao
diremos que esta é a equacdo da curva.

Definicdo 2.33 Diremos que uma equacdo f (x,y) = 0 é a equacdo de um dado lugar
geométrico se todo ponto que satisfaz a equacdo pertence ao lugar geométrico e todo
ponto que pertence ao lugar geométrico satisfaz a equacéo.

Exemplo 2.34 Dado um sistema de coordenadas cartesiano, lugar geométrico conhecido

descrito pelo eixo x é formado por todos os pontos cuja segunda coordenada (y) € zero, ou
seja, a equacdo do eixo x é y = 0.

Exemplo 2.35 Como vimos (x —a)” + (y — b)> = 2 é a equacdo do circulo de raio r e

centroem P : (a,b).

Exemplo 2.36 Determinar a equacao do lugar geométrico formado por todos os pontos

cuja a distdncia a um ponto fixoF € igual a distdncia a uma reta fixa d.
Solucao: Dados uma reta fixa d, chamada diretriz, e

P um ponto fixo F chamado foco, a parabola € o conjunto
dos pontos P equidistantes do foco e da diretriz, ou seja,
o ponto P tal que
ol \r

7

[PB] = [[P#

onde D é o ponto de d mais préximo de P.

A reta passando por F perpendicular a d é chamada eixo da pardbola. O ponto de
interseccdo entre o eixo da pardbola e a pardbola é chamado vértice da parabola. Observe
que o vértice estd localizado na metade da distdncia do foco a diretriz.

Escolheremos como sistema de coordenadas os eixos formados pelo eixo da pardbola
e a reta passando pelo vértice da parabola, perpen-
dicular ao eixo. Essa ultima reta é paralela a diretriz
da parabola.

Seja 2m a distancia entre o foco e a diretriz d. No
sistema de coordenadas que adotamos F tem coor-
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denadas (m,0) e a equacdo da diretriz é x = —m.
Como P satisfaz HﬁH = Hﬁ” temos que
(x —m)? 492 = x+m.
Elevando ao quadrado ambos os lados da igualdade concluimos que

(x=m)* +y* = (x+m)’
m? —2mx + x* + y* = (m* + 2mx + x?)

y? = 4mx

é a equacao satisfeita pelos pontos da pardbola neste sistema de coordenadas. O

Interseccao Dadas duas equacoes
f(xy)
g (xy)

0
0,

os pontos que pertencem ao lugar geométrico de ambas as equagdes é chamados de pontos
de interseccdo. Analiticamente as coordenadas de tal ponto satisfazem ambas as equacgdes.

A interseccdo de duas equacoes pode ser vazia, neste caso diremos que os seus lugares
geométrico ndo se interceptam.

Exemplo 2.37 Determinar analitica e graficamente os pontos de interseccio de

x—12=0
¥ —3x=0
Solucao: Primeiro observemos que x — 12 = 0 é a equagdo de uma reta paralela ao eixo
y, enquanto y> — 3x = 0 é a equacio de uma pardbola com vértice na origem e diretriz
paralela ao eixo y. Assim o conjunto dos pontos de interseccdo dos dois lugares geométricos
¢ formado de no maximo dois pontos.

Analiticamente, concluimos da primeira equacdo que todo ponto de interseccdo (x,y)
deve ter x = 12. Substituindo na equacao da parabola encontramos que

y? = 36,
€ portanto

y = =£6.
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De modo que os pontos de interseccdo sdo (12,6) e (12, —6). O

Exercicios
Ex. 6.1 — Escrever a equacdo do lugar geométrico dos pontos no plano que satisfazem a
condicdo:
a) O conjunto dos pontos P tal que P esta sempre duas unidades a esquerda do eixo Y
b) O conjunto dos pontos P tal que P dista sempre duas unidades do eixo X
c) O conjunto dos pontos P tal que a abscissa de P é igual ao inverso da sua ordenada

d) O conjunto dos pontos P tal que P estd a distancia igual do eixo x e do eixo y.

Ex. 6.2 — Determine a equacdo do lugar geométrico de um ponto que se move de modo
de modo que a soma das distancias a dois pontos F : (c,0) e F:(—c, O) é constante igual a
2a.

Ex. 6.3 — Determinar a equacdo do lugar geométrico de um ponto no espaco que se move
de modo que a soma das distancias a dois pontos F : (c,0,0) e F':(—c,0,0) é constante igual
a2a.

Ex. 6.4 — Dados dois pontos dois pontos F : (c,0,0) e F':(—c,0,0) , determinar a equacédo
do lugar geométrico de um ponto P que se move no espaco de modo que

|IIPF|| — ||PF||| = 2a

Ex. 6.5 — Determinar a equacdo do lugar geométrico de um ponto que se move de modo
que a distancia ao ponto (1,0,0) é sempre igual a distancia ao plano YZ.

2.7 COORDENADAS POLARES

Nesta secdo estudaremos uma nova forma de descrever a localizacdo de pontos no plano
euclideano [E?: as coordenadas polares. A principal motivacio para a utilizacfio desse sis-
tema de coordenadas é que, neste sistema, curvas com algum tipo de simetria em relacdo a
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origem O do plano, como por exemplo o circulo e a elipse, podem ser descritas de maneira
mais simples que nos sistemas de coordenadas vetoriais.

Num sistema de coordenadas polares um ponto P é localizado no plano em relacéo
a uma semi-reta (74 A origem O dessa semi reta é denominada origem do sistema de
coordenadas polares ou polo e a semi-reta (Tél é dito eixo polar.

P

0 A

As coordenadas de um ponto P num sistema de coordenadas polares é um par (r,0),
onde r é a distancia do ponto ao polo, isto é, r = d(O, P) e 6 é o angulo orientado que a
semi-reta O? faz com a semi-reta (ﬁ Claramente a posi¢do do ponto fica bem determi-
nada se conhecemos r e 6. O par (r,6) é denominado coordenadas polares do ponto P, e
neste caso escreveremos simplesmente P : (r,0)

90°

Pr: (2,60)
Py : (4,120°)
Py (2,0)

Py (5,240°)

270°

Figura 2.7: Coordenadas polares

Como 0 é o angulo orientado entre o eixo OA e a reta OP seus valores podem ser positivo
ou negativo conforme a orientacdo no sentido anti-horario ou horario do angulo.

Por outro lado, o raio r, sendo a distancia de P a origem, é naturalmente um nuimero
real positivo, porém podemos estender seu significado de modo a termos raios negativos.
Para isso convencionamos que o ponto (—r,60) com r > 0 deve ser construido do seguinte
modo: construimos uma semi-reta faz uma angulo # com o eixo polar e estendemos essa
semi-reta. marcarmos o ponto (—r,6) como sendo o ponto sobre a extensdo da semi reta
que dista r do polo O.

92



P:(r,0

Uma diferenca fundamental entre os sistemas de coordenadas cartesianas e o sistema de
coordenadas polares é que em coordenadas polares um ponto P pode ser descrito por uma
infinidade de coordenadas. Por exemplo, a origem O ¢é descrita por todas as coordenadas
da forma (0, 0) ., enquanto que um ponto P : (r,0) distinto da origem é descrito por todas
as coordenadas da forma (1,0 + 27tn) e (—r,0 + w (2n +1)).

Todo ponto distinto da origem possui pelo menos uma coordenada na qual o raio é
positivo e o angulo 0 esteja entre 0 < 6 < 27r. Denominamos esse par como 0 conjunto
principal de coordenadas polares do ponto em questao.

2.7.1  Relagdo entre Coordenadas Cartesianas e Polares

A cada sistema de coordenadas polares podemos associar um sistema cartesiano esco-
lhendo como a origem o polo, o eixo x como o eixo polar e o eixo y como a reta per-
pendicular ao eixo polar passando pela origem. Esse sistema de coordenadas é chamado
sistema cartesiano associado . Quando, ao tratarmos de coordenadas polares, nos refe-
rirmos as coordenadas x, y, eixos x ou y, etc. de um sistema cartesiano este sempre serd o
sistema cartesiano associado.

Observe a Figura[2.8:

y
] R » P
r :
6 [k
@) Xo X

Figura 2.8: Coordenadas polares

E facil ver que:

93



xo = rcos(6)

Yo = rsen(h)
r=ty/x§+yj
_ Y
tg = o

Assim temos que as coordenadas polares e as coordenadas cartesianas do sistemas asso-
ciado se relacionam segundo a seguinte tabela:

‘ Coordenadas Cartesianas ‘ Coordenadas Polares ‘
(rcosf,rsenf) (r,0)

(x,y) (V2 F P, arctg(2))

Exemplo 2.38 Determinar as coordenadas retangulares do ponto P cujas coordenadas

polares sdo (3,120°)
Solucao: Neste caso r = 3 e § = 120° logo as coordenadas sdo:

1 3
x=rcos(f) =3- <—§> =3 (2.11)
y =rsen(6) :3~£.: % (2.12)
2 2
[ 33V3
Ou seja, P: <_§’T> 0

Exemplo 2.39 Determinar as coordenadas polares do ponto cujas coordenadas retangula-

res sdo (1,—1).
Solucao: Temos que r = +v/1+1 = +v2equef = arctg (—1) .Para 0 < 0 < 27. temos

= —m.
que a7 i
Logo o conjunto principal de coordenadas do ponto é <1, 7
Outras coordenadas possiveis para o ponto sdo <1, Zn + 27m> e <—1, Zn + 7t (2tn + 1)) .
OJ

Exemplo 2.40 Determinar a equacgdo retangular do lugar geométrico cuja equacao polar é
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2

"= 1—cos@

Solucao: A equagdo dada é equivalente a r — r cos § = 2. Substituindo r e r cos 6 temos:

i\/m—x:2

Transpondo x e elevando ao quadrado temos
2 4+yP=(2+x)7

que simplifica para y> = 4(x + 1) (uma pardbola).

O

Exemplo 2.41 Mostre que a distancia d entre os pontos (r1,601) e (r2,62) em coordenadas

polares é

d= \/r% + 13 — 2r11; cos(6; — 6,)

.
.. P
)
01
@
Solucao: Usando a lei dos cossenos temos:
IPQI* = [OP|*+[OQ|* —2]|OP|*|OQ]| cos(62 — 61)

= r‘% + r% — 211y cos(6, — 07)

E consequentemente a distdncia do ponto P ao ponto Q é:

IPQIl = /73 +13 — 2r172cos(6, — 1)

(2.13)
(2.14)
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RETAS E PLANOS

Dando continuidade ao nosso estudo sobre lugares geométricos e suas equacdes, vamos nos
concentrar agora no estudo de dois elementos geométricos fundamentais da geometria as
retas e os planos.

Ressaltamos, que em todo este capitulo utilizaremos um sistema de coordenadas cartesi-
ano (i,j,k,O).

3.1 EQUAGOES DA RETA

Um dos postulados da geometria Euclidiana

*| v=AB nos diz que, dados dois pontos no espaco

X __--7  existe uma tUnica reta contendo estes pon-

A B 7 tos. Isso nos leva ao seguinte problema da-

-1 - *, ‘7 - dos dois pontos A e B, determinar a equa-

-7 . 7 ¢do da reta r que passa por estes dois pon-
tos.

Para isto, observe que dado um ponto X
—
i 7 em r, o vetor AX é paralelo ao vetor 1@,
e portanto existe um escalar ¢t € R tal que
—
AX = tﬁ. Assim, temos que
—
X = A+AX = A+ 1tAB,

e considerando A : (a,b,c) ev = AB = 011 + v2j + vs3k, vemos que um ponto X : (x,v,z)
pertence a reta r se e somente se AX = vt, ou ainda

r: X =A+vt. (3.1)

Expandindo obtemos

X a (%}
y == b + (%] £, (3 2)
z C U3
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ou de forma mais simplificada:

= a+4 vt
r:qy = b+opt (3.3)
z = c+ust

A equagdo[3.1]é conhecida como equacao vetorial da reta 7, e nestas condicoes o ponto
A é chamado ponto inicial e o vetor v é dito vetor diretor da reta reta r. As equacoes em
[3.3]sd0 chamadas as equagOes paramétricas da reta r.

Heuristicamente, pensando no parametro ¢ como tempo, podemos entender esta equa-
cdo como a trajetéria de um ponto que se move no espaco tendo o ponto A como o ponto
inicial e o vetor v como a velocidade, e assim para cada valor de ¢t obtemos um ponto no
espaco.

Outra forma de representar a reta r pode ser obtida ao isolarmos o parametro f nas
equacOes paramétricas. Assim, se em [3.3] tivermos v; # 0,0, # 0 e v3 # 0, podemos
eliminar o parametro ¢ e obter

x—a y—-b z-—c

7

U1 02 U3

chamadas de equac¢oes da reta r na forma simétrica.

E importante observar que a equacéio de uma reta, em qualquer uma de suas formas, néio
€ tnica. De fato, as equacoes dependem fundamentalmente da escolha do ponto inicial e
do vetor diretor, gerando assim uma infinidade de equacOes para representar um mesma
reta. Para entender esta afirmativa, consideremos uma retar : X = A + vt. Escolhendo um
ponto B em r, podemos trocar o ponto inicial por B e assim representar  por r : X = B+ vt.
Do mesmo modo, trocando o vetor diretor v por outro vetor v’ paralelo, obtemos que
X = A+ v/t é também uma equacio vetorial para r (veja exercicio ??).

Exemplo 3.1 Encontre as equacles da reta que passa pelos pontos A : (0,1,1) e B :
(1,3,0).

Solucao: Escolhendo v = z@ : (1,2, —1) como vetor diretor e A como ponto inicial obte-
mos a equacao vetorial

r: X=A-+vt
X 0 1
= 1 +1 2 t
z 1 -1

As equagOes paramétricas ficam entdox =t,y =1+2t,z=1—t.
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As equacdes simétricas para essa reta sdao obtidas isolando o parametro ¢ nas equagoes

anteriores, ou seja,

-1 -1
e Ak

2 -1

Exemplo 3.2 Dada a reta r de equagdo paramétricas r : X = (1,3,2) + (1,1,2)t.

1. Encontre trés pontos pertencentes a essa reta.

2. Encontre um conjunto de equacOes vetoriais para essa reta na qual o ponto inicial
seja distinto.

3. Encontre um conjunto de equagdes vetoriais para essa reta na qual o vetor diretor
seja distinto

Solucéo:

1. Claramente o ponto (1,3,2) pertence a essa reta. Para obter outros pontos desta
reta bastam que escolhamos valores distintos para o parametro t. Assim, se t = 1
temos que (1,3,2) 4+ (1,1,2) = (2,4,4) pertence a reta. Tomando { = —2 temos que
(1,3,2) — 2(1,1,2) = (—1,1, —2) pertence a reta.

2. Substituindo o ponto inicial por outro ponto pertencente a reta obtemos equacdes
com as propriedades exigidas. Escolhendo, por exemplo, o ponto (—1,1, —2) obtemos
a equacgao vetorial

riX=(-1,1,-2)+(1,1,2)t

3. Substituindo o vetor diretor por um de seus multiplos ndo nulos obtemos equacdes

com as propriedades exigidas. Se, por exemplo, multiplicarmos o vetor diretor por 5
encontramos a equacao vetorial

11
r: X = (—1, 1, —2) + (E, E,l)t

Il
Exemplo 3.3 Verifique se os pontos A : (4,1,5) e B: (0,0,0) pertencem aretar: (1,1,2) 4+

(1,0,1)t.
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Solucao: Para que o ponto A pertenca a reta r € necessario que exista ¢ € R tal que:
(4,1,5) = (1,1,2) + (1,0,1)¢

Ou seja, deve existir ¢ tal que o sistema de equacdes

4 =1+t
1=1+0t
5=2+t

tenha solucao.

O sistema acima possui solucdo, f = 3, e logo o ponto A pertence a reta r.

De modo andlogo, para que o ponto B pertenca a reta r é necessario que exista t € R tal
que

(0,0,0) = (1,1,2) + (1,0,1)t,

ou seja, deve existir ¢ tal que o sistema de equacdes

0=1+t¢t
0=1+40t
0=2+t

tenha solucao.
Como sistema acima néo possui solu¢do, o ponto B ndo pertence a reta r.

Exemplo 3.4 Identifique o lugar geométrico dado pelas equacdes

2—-3x 2y—2 5z-1

7 3 2

Solucao: Dividindo os numeradores e os denominadores de cada fracdo pelo coeficiente
das varidveis, obtemos

X 2 z 1
3_y—-1_
7 3 2
3 2 5
Esta sdo as equacOes na forma simétrica de uma reta. E portanto o lugar geométrico é
2 1 . 7 3 2
uma reta passando pelo ponto (5’ 1, E) com vetor diretor (5’ > 5) O
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Exemplo 3.5 Verifique se as retas v : X = (1,1,1) + (1,0, 1)tes: X = (0,4,3) + (—1,1,0)¢

se interceptam.
Solucdo: Para que um ponto P pertenca simultaneamente as retas r e s, devem existir

numeros reais {; e t, tais que

P=(1,1,1)+(1,01)4 e P=(043) +(-1,1,0)t.
De onde encontramos que

(1,1,1) + (1,0, 1)t; = (0,4,3) + (—1,1,0)t»

Resolvendo o sistema acima encontramos t; = 2,f, = —3. Como o sistema possui solugao,
concluimos que as retas v e s se interceptam.

Para determinar o ponto de interseccdo substituimos ¢ — #; na equacdo P = (1,1,1) +
(1,0,1)t; e obtemos

P:((3,1,3)).

E importante observar que para determinarmos se as retas interceptam, usamos parame-
tros distintos para cada reta. Isso é fundamental, pois o ponto P apesar de pertencer a
ambas as retas, é descrito em cada conjunto de equacdes por um valor distinto de ¢. O

Exercicios

Ex. 1.1 — Dados v e v’ vetores nio nulos paralelos, ou seja, v = Av’. Mostre que r : X =
A+ vtes: X = A+ V't sdo equagbes vetoriais para a mesma reta, isto € mostre que se
P cr (P = A+ vt para algum ty € R) entdo P € s (existe t; € R tal que P = A + v't().

Ex. 1.2 — Determine as equag¢des na forma paramétrica e na forma simétricas das seguin-

tes retas:
a) A reta que passa pelos pontos A : (1,4,—2) e B: (0,1,1)
b) A reta que passa pelos pontos A : (1,0,—2) e B: (3,1,1)
c) Asretas que determinam os eixos Xx, Y, z
d) A reta paralela ao eixo z que passa pelo ponto (1,2,1)
e) Areta paralela ao eixo x que passa pelo ponto (1,2,1)

1-2x y 2241

3 4 4

f) A reta paralela a reta que passa pelo ponto (2,1,0)
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g) Areta paralela a reta

x=1-3t
y =5t
z=—-1—-t

que passa pelo ponto (2,1,0)

3.1.1  Equagdes da reta no plano

No caso bidimensional, as equagdes que descrevem as linhas re-

0 B tas podem ser descritas de modo mais simplificado. Comecamos
\J observando que, de modo analogo ao caso tridimensional, esco-
lhidos um ponto inicial A e um vetor diretor v, esta reta pode

ser descrita vetorialmente como:

e

r: X=A+vt (3.4

Nesse caso a expressdao em coordenadas fica:

Sl Y O I T (3.5)
y b ()

Se v1,v2 # 0 podemos escrever a forma simétrica das equacgdes da reta no plano

x—a y-—b
v v
ou ainda,
_ 92
y—b—vﬁx a)

O ntumero real m = % ¢ denominado coeficiente angular da reta r, e admite uma
interpretacdo geométrica }nuito simples: o coeficiente angular é a tangente do angulo an-
gulo entre a reta e o eixo x. Com essa defini¢do € facil ver que, para as retas ndo paralelas
ao eixo y, podemos escolher o vetor diretor como i 4 mj, e assim obter equac¢édo afim ou

reduzida da reta bidimensional
y=mx-+mn,

onden = b — ma.
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1

As retas paralelas aos eixos coordenados (v; = 0 ou v, = 0) sdo especiais. Para as
retas paralelas ao eixo y, ou seja, retas com vetor diretor j, o coeficiente angular néo esta
definido ja que m = % Para obter uma equacdo para este tipo de reta, basta observar que
todos os pontos possuém a primeira coordenada (coordenada x) iguais. Ou seja, se a reta
passa pelo ponto A : (a,b) entdo todo ponto (x,y) em r é do tipo (a,y), e portanto sua
equacao serd dada por x = a.

Do mesmo modo, se a reta é paralela ao eixo x e passa por um ponto A : (4,b), entdo
sua equacdo é dada por y = b.

A
A

147= constante
X=constante

b
T >

Figura 3.1: Retas paralelas aos eixos coordenados

Observacio 3.6 E fdcil ver que a equacdo de toda reta no plano pode ser escrita na forma:
ax +by+c=0,

com a, b, c constantes reais. Tal forma € conhecida como forma candnica ou equagdo carte-
siana da reta no plano.

A equagdo na forma candnica € tinica a menos de uma constante multiplicativa, isto é
ax +by+c = 0eax+by+c = 0 representam uma mesma reta se e somente se existe
A€Rtal quea = Aa', b = Ab' e c = A’ (Por qué?).

Exemplo 3.7 Encontre a equacdo da reta que passa pelo ponto (1,1) e que faz angulo de

60° com o eixo x.

Exemplo 3.8 Seja r a reta que passa pelos pontos (x1,y1) e (x2,y2). Mostre que o coefici-
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ente angular da reta r é:

/\:yz_yl
X2 — X1

Solucao: O vetor diretor dessa reta €:

(x2 = x1)i+ (y2 — y1)j

2= 0

E consequentemente m = .
X2 — X1

Exemplo 3.9 Mostre que a equagdo da reta passando pelos pontos A = (x1,y1),B =

(x2,y2), pode ser escrita como:

x y 1
X1 N 1]|=0
X2 Y2 1

Solucdo: Seja P : (x,y) um ponto qualquer. O ponto P pertence a reta determinada pelos
pontos A e B se e somente se A, B, P forem colineares, e o resultado segue do critério da
proposicdo 2.28 O

Exercicios

Ex. 1.3 — Desenhe a reta que passa por (—1,3) e (3,0). Determine sua equacéo e onde
ela intercepta os eixos.

Ex. 1.4 — Determine as equagdes paramétricas e na forma canodnica das retas que passam
pelos pontos A e B.

a) A= (3,5)eB=(-23)
b) A=(0,1)eB=(1,0)

Ex. 1.5 — Determine as equacOes paramétricas e na forma simétrica (se existirem) das
retas que passam pelos pontos A e B.

a) A=(3,51)eB=(-232)
b) A=(0,1,0)eB=(1,0,0)
) A=(0,1,1)eB=(0,0,0)
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d) A=(3,21)eB=(61,4)

Ex. 1.6 — Escreva as equacdes do movimento do ponto P : (x,y,z) que comeca em
(3,—1,—5) e que se move retilineamente e uniformemente na direcdo do vetor (—2,6,3)
com velocidade v = 14.

Ex. 1.7 — Escreva as equacles do movimento do ponto P : (x,y,z) que se move retili-
neamente e uniformemente e percorreu a distdncia distancia entre os pontos (—7,12,5 e
(9, —4, —3) no intervalo de tempo t; = 1 e t, = 4.

Ex. 1.8 — Duas particulas P; e P, se movem retilineamente e uniformemente. A primeira
particula inicia seu movimento em A : (—5,4, —5) e se move com velocidade v = 14 na
direcdo do vetor (3,—6,3), a segunda particula comeca no ponto B : (—5,16, —6) e se
move com velocidade v = 13 na diregdo oposta ao vetor (—4,12, —3).

a) Escreva as equacdes de movimento para cada particula.
b) Mostre que suas trajetdrias se interceptam e ache o ponto P de intersecgao.
c¢) Determine o tempo que a primeira particula gasta para ir de A até P.

d) Determine o tempo que a segunda particula gasta para ir de B até P.

Ex. 1.9 — Dados A = (1,2,3) e B = (4,5, 6) determine a equacdo paramétrica da reta que
passa por A e B. Determine também os pontos onde essa reta corta os planos coordenados
XY, XZeYZ.

Ex. 1.10 — Os lados de um tridngulo estdo sobre asretas y = 2x+ 1,y = 3x —2 e
y = 1 — x. Determine os vértices desse tridngulo.

Ex. 1.11 — Dado A : (1,2). Determine o ponto B tal que o tridngulo OAB seja equilatero.

Ex. 1.12 — Determine a equacdo das trés medianas de um tridngulo com vértices (a,0), (b,0), (0, c).

Ex. 1.13 — Os pontos A = (2,5) e B = (14,1) sdo simétricos em relacdo a uma reta.
Determine a equacdo padrdo e paramétrica dessa reta.
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Ex. 1.14 — Chama -se baricentro de um tridngulo o ponto de encontro das trés medianas.
Determine as coordenadas do baricentro do tridangulo ABC nos seguintes casos.

a) A=(15),B=(32)C=(24)
b) A= (x1,y1),B=(x2,2) e C = (x3,3)

Ex. 1.15 — Determine as coordenadas do ponto de trissec¢do de uma mediana (o ponto

, 2 . - (1 «
que estd a = do caminho do vértice ao ponto médio do lado oposto) e prove que nédo
somente ele satisfaz a equacdo das outras duas medianas, mas que também ele é o ponto
de trisseccdo das outras duas medianas. Conclua que as trés medianas sdo concorrentes,
i.e, elas passam pelo mesmo ponto.

[Dica: Para triangulo genérico as coordenadas podem ser escolhidas de modo que os vértices
sejam (0,0),(0,a) e(b,c) ]

Ex. 1.16 — O ponto em que duas retas ndo paralelas se encontram deve satisfazer ambas
equagoes. Determine o ponto de intersec¢do de 3x — 4y = 1 e 4x 4 6y = 14.

Ex. 1.17 — Determine a inclinagdo, o ponto de intersec¢do com o eixo y e desenhe. Quando
a inclinagdo ou o ponto de interseccdo ndo existir, diga.

a) 3x—4y=6
b) 2x+3y=6
o 7y+9=0
o LY
a
e) y=mx+b
f) bx+ay =
g) 4x2 =
h) xy(2x—3y+4)=0
i) xcos(a)+ysen(a) =h (indique & e « em sua figura).
J x=3+2t,y=-1-3¢t
Nos proximos exercicios ache a equacdo da reta e desenhe uma figura de cada.

Ex. 1.18 — A linha que passa por (—5,7) perpendicular a 4x — 5y = 10.

Ex. 1.19 — Duas retas por (—2,3), uma paralela e outra perpendicular a 3x + 2y +5 =10
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Ex. 1.20 — A reta que passa por (a,0) perpendicular a % + % =1

Ex. 1.21 — No tridngulos de vértice (4,0), (b,0), (0,c¢):
a) ache as equagoes das trés alturas;
b) ache as equagdes das trés medianas;

c) prove que as trés alturas se encontram num ponto H chamado ortocentro do trian-

gulo.

d) prove que as trés medianas se encontram num ponto O’, chamado circuncentro do
triangulo.

. oo 2 .
Ex. 1.22 — Encontre duas linhas retas de inclinacdo 3 que fazem com os eixos coordena-

A 4
dos um tridngulo de area 3

Ex. 1.23 — Mostre que para quaisquer valores de s e t as retas (2s + 3f) x + (3s — 2t) y =
5s + 4t passam pelo mesmo ponto. Determine esse ponto e mostre também que toda reta
que passa por esse ponto € representada por uma equacao da forma acima para uma esco-

lha conveniente de s e t.

Ex. 1.24 — Determine a e b de modo que as equacdes x = at + 1 e y = bt 4+ 5 sejam uma

representacdo paramétrica da reta y = 2x + 3.

Ex. 1.25 — Identifique a linha cujas equacgoes sdo 2x — 1 = 4y + 8 = 3z — 5. Determine o
vetor diretor e trés pontos que pertencam a essa reta.

Ex. 1.26 — Faca o mesmo para a reta 2x = 3 e 4y = 5.

Ex. 1.27 — Determine a equagdo padrdo da reta 3x —2y +5z = 6, 2x+y —3z = 0.
Escreva a equacdo da reta na forma paramétrica.

Ex. 1.28 — Encontre a equacdo da reta perpendicular ao plano que passa pelos pontos
(3,4,2),(—1,5,3),(2,1,4) e que passe pela origem.
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Ex. 1.29 — Sejam P = (1,0,1) e Q = (0,1,1). Em cada um dos casos a seguir ache um
ponto C da reta PQ tal que a area do tridngulo ABC seja %
a) A=(1,21),B=(1,2,3).
b) A=(1,32),B=(222).
) A=(3,02),B=(212).
d) A=(3-21),B=(0,01).

Ex. 1.30 — A reta que intercepta o eixo x no ponto (a,0) e o eixo y no ponto (0, b) sendo
ambos os pontos distintos da origem. Mostre que a equacdo dessa reta pode ser escrita
como:

Ex. 1.31 —  a) Considere uma reta r contida no plano de equacdo ax + by +c = 0.
Mostre que o vetor n = (a,b) é normal a todo vetor diretor de r.

b) Mostre que toda reta r contida no plano normal ao vetor n = (4,b) tem uma equa-
¢do na forma ax 4 by + ¢ = 0 para algum c € R.

Ex. 1.32 — Determine a equagdo da reta que passa a uma distancia / da origem e cujo seg-
A

mento de tamanho / forma um angulo « como o eixo x (veja ??)
[Dica: Determine os pontos onde a reta intercepta o eixo x e o eixo y em termos de h, « e use
o resultado do item a. ]
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3.2 EQUACOES DO PLANO

3.2.1  Equagdes Paramétricas e Vetoriais do Plano

Passemos agora a um novo problema: determinar

uma equacao (ou conjunto de equagdes) que repre-
p sentem um dado plano no espaco euclidiano. Pri-

meiro, lembremos que dados trés pontos Py, P; e P,

P ~ . . .
Py v : ndo colineares existe um dnico plano 7t passando por

esses pontos.

Seguindo entdo as mesmas ideias utilizadas no
caso da reta, para determinar as equagoes de 7t utilizaremos um ponto inicial (por exem-
plo Py) em conjunto com vetores u = 1_30—15;, determinados pelos pontos escolhidos. Tome
agora um ponto P qualquer deste plano, e observe que o vetor lﬁ’ ¢ paralelo ao plano
7T, e portanto coplanar aos vetores u e v. Como os pontos Py, P; e P, sdo ndo colineares,
concluimos que os vetores u e v sdo linearmente independentes, e assim, pelo Teorema
da Base, podemos escrever o vetor Iﬁ’ como combinacéo linear de u e v, isto é, existem

escalares s, t € R tais que
Iﬁ’ = us + vi,
e portanto
P = Py+ us + vt. (3.6)

Assim como no caso das retas, a equacéo (3.6) é chamada de equacéo vetorial do plano.

Escrevendo P : (x,vy,z), Py : (x0,Y0,20), w: (11, up,u3) e v : (vq,v2,03) obtemos

X = xo + uq1s + o1t
Y = Yo+ us + vt
Z = zo + u3s + vst,
encontrando assim equacoes paramétricas do plano. Vale comentar que, assim como no

caso das retas, as equagoes apresentadas acima ndo sdo unicas pois dependem do ponto e

dos vetores considerados.

Exemplo 3.10 Encontre as equacoes vetorial e paramétricas do plano 7t determinado pelos
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e
pontos Py : (1,0,1), P, : (—1,2,3) e P, : (3,1,0). Solucao: Definindo u = PyP; : (—2,2,2)
eu= PP, :(2,1,—1), a equacdo vetorial de 7 fica

m:P=(1,0,1)+(=2,2,2)s + (2,1, —1)t.

A forma paramétrica é encontrada ao olharmos coordenada por coordenada, ou seja,

x=1-—2s+2¢
y=2s+t
z=1+2s—t

3.2.2 Equacgao Geral de um Plano

Na secdo anterior vimos como encontrar a equacao
de um plano a partir das coordenadas de trés pontos ]

ndo colineares neste plano. Mas a geometria Eucli-
diana nos dé& uma outra forma de encontrarmos a
equacao de um plano. Para isso vamos primeiro lem- P
brar que, dada uma reta e um ponto P; podemos en-

contrar um unico plano 7t que contenha o ponto P;
e que seja ortogonal a reta dada. Observe que, neste
resultado, a reta serve apenas para determinar uma direcdo. Isso nos permite portanto
substituir esta reta por um vetor paralelo a ela. Neste sentido, dado um plano 7, dizemos
que um vetor n ndo nulo é normal a 7t se n é ortogonal a todos os vetores paralelos a
7. E fundamental notar que todo plano possui uma infinidade de vetores normais (veja o
exercicio [2.3)).

Sejam dois pontos P; = (x1,y1,z1) e P = (x,y,z) no plano 7. Como o vetor lﬁ é
perpendicular a n : (a,b,c), calculando o produto interno, obtemos que

a(x —x1)+b(y—y1)+c(z—2z1) =0
e assim
ax + by + cz = axy + by; +cz;

e assim, definindo d = axj + by; + cz1, encontramos que ax + by + cz = d para qualquer
ponto P : (x,y,z) pertencente ao plano. Em resumo, determinamos que se um ponto P =
(x,y,z) pertence ao plano 7, entdo suas coordenadas satisfazem ax + by + cz = d.
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Reciprocamente, se as coordenadas do ponto P = (x,y, z) satisfazem a relagdo ax + by +
cz = d tomando P; = (x1,y1,21) teremos, pela definicdo de d, que d = ax; + by; +cz; e
subtraindo obtemos que

a(x —x1)+b(y—y1)+c(z—2z1) =0.

Ou seja o vetor Iﬁ’ é ortogonal ao vetor n e consequentemente paralelo a 7.

Observe que, para que o plano fique bem determinado, o vetor n : (4,b,¢) deve ser ndo
nulo, ou seja, é necessario que a> + b + ¢ # 0.

A equacao ax + by 4 cz = d é chamada de equacdo geral do plano, e dada esta equagéo
é facil recuperarmos um vetor normal ao plano. Mais precisamente teremos n : (a,b, c).

Exemplo 3.11 Encontre a equacéo geral do plano passando pelos pontos A : (2,1,0),B :
(3,3,2) e C:(1,2,4).
Solucao: Como 1@ e R sdo paralelos ao plano que queremos, um possivel vetor normal

a esse plano é dado por n = z@ X R
Calculando obtemos

i g
ABxAC=| 1 2
1

-1

T

e logo
n=AB x AC = (6,—6,3).

Segue dai que a equagdo geral do plano é da forma 6x — 6y + 3z = d. Para determinar d
basta notar que o ponto A : (2,1,0) pertence ao plano, e logo deve satisfazer esta equagao.

Assim obtemos
6:2—6-1+3-0=d

e logo a equacdo geral do plano é 6x — 6y 4 3z = 6. O
Exemplo 3.12 Encontre a equacdo geral do plano com equacao vetorial

P=(0,1,2) + (3,1,2)t + (1,2,1)s.

Solucao: O vetor normal ao plano nesse caso é

n=(31,2) % (1,2,1) = (—3,-1,5)
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e logo a equacédo do plano é da forma —3x — y + 5z = d. Como (0,1,2) pertence a esse
plano, temos que

—3.0-1+5-2=d

e a equacdo geral do plano fica —3x —y +5z =9 O

Exemplo 3.13 Encontre equagdes paramétricas para o plano cuja equacdo geral é 2x +

3y+z=1.
Solucao: Apresentaremos duas solugdes possiveis para este problema.

Solucdo 1: O primeiro modo é encontrar trés pontos nao colineares do plano. Podemos,
por exemplo, fazer x = 0 e y = 0. Substituindo na equacdo geral encontramos z = 1, e
portanto o ponto A = (0,0, 1) pertence ao plano. De modo andlogo, fazendox =0ey =1
e depois x = 2 e y = —1, encontramos que B = (0,1,—2) e C = (2,—1,0) pertencem ao
plano.

Como z@ =(0,1,-3) e R = (2,—1,—1) sdo LI, os pontos A, B, C néo sdo colineares e
assim um conjunto possivel de equagdes paramétricas para 7t é

x=0+42s
y=0+t—s
z=1-3t—s

Solucdo 2: Outro modo, mais eficiente, é o que chamamos de “isolar os parametros”.
Para isso fazemos x = t e y = s, e substituindo em 2x + 3y +z = 1, obtemos que
z =1 — 3s — 2t. Assim outro conjunto possivel de equacdes paramétricas para este plano é
dada por (x,y,z) = (t,5,1 — 3s — 2t). O

Exercicios

Ex. 2.1 — Determine as equagOes paramétricas do plano:
a) passando pelos pontos (4,3,1), (—3,0,4) e (0,0,3)
b) pelo ponto (2,1,3) e contendo a reta

z—=1 y—-2 z-4
2 3 5

¢) passando pelos pontos (4,0,0), (0,b,0) e (0,0,c).
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Ex. 2.2 — Mostre que os pontos (—1,2,3),(-3,1,2),(—5,4,6) e (9,—1,—2) séo colinea-

res.

Ex. 2.3 — Seja 7t passando pelos pontos A, B, C néo colineares.

a)
b)

Mostre que para qualquer escalar A o vetor /\zﬁ X R ¢ um vetor normal a 7

Mostre que todos os vetores normais a 7t sdo da forma /\1@ X R

Ex. 2.4 — Mostre que a equacgdo r-n + d = 0 representa um plano perpendicular ao vetor

n.

Ex. 2.5 — Determine a equagdo geral do plano:

a)
b)
c)
d)

e)

g)
h)

passando pelos pontos (4,3,1), (—3,0,4) e (0,0,3)

passando pelo ponto (1,0,1) e de vetor normal (3,4, 5);
passando pelos pontos A : (4,0,1), B: (3,2,0) e C: (—1,2,3);
pelo ponto (2,1,3) e contendo a reta

z—1 y—-2 z-4
2 3 57

passando pelos pontos (4,0,0), (0,b,0) e (0,0,c).
por (1,1,5) e contendo a reta:

1x+3y+2z=2
—2x—y+z=4

de equagdo paramétrica: X = (1,2,1) + (1,0,1)t + (3,4,2)s
de equagdo paramétrica: X = (—1,3,2) + (2, —2,1)t+ (5,—1,2)s

Ex. 2.6 — Dado um plano ax + by + cz = d. Mostre que

a)

b)

a # 0, entdo uma equacdo paramétrica do plano é:

(x,y,2z) = —ét—gs+é t,s
/]// - a a ﬂ,,

b # 0, entdo uma equacdo paramétrica do plano é:

(x,y,z) = t,—gt— Es—i— é,s
b b b
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c) c¢ # 0, entdo uma equacao paramétrica do plano é:

a b d
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POSICOES RELATIVAS

Nosso objetivo nesta se¢do € entender a posicao relativa entre duas retas, dois planos e ou
uma reta e um plano, isto é, se estes se interseccionam, se sdo paralelos, etc.

4.1 POSI(;AO RELATIVAS ENTRE RETAS

4.1.1  Posicdo Relativas entre Retas no Plano

Comecaremos com o estudo da posicao relativa de duas retas no plano. Lembremos pri-
meiro que duas retas em um mesmo plano podem ser:

B coincidentes, i.e., sio a mesma reta;
B paralelas;
B concorrentes, ou seja, se interceptam em um Unico ponto.

Tomemos entao duas retas dadas em forma vetorial comor: A+ vt es: B 4 ut.

Como a direcdo de uma reta é dada pelo seu vetor direcional, temos que as retas r e s
sdo paralelas se seus vetores diretores v e u sdo paralelos, ou seja, se um é multiplo do
outro.

Duas retas coincidentes r e s sd@o coincidentes se possuem o mesmo lugar geométrico,
isto é, 0 mesmos pontos. Assim, um primeiro requisito para coincidéncia é, claramente,
paralelismo. Uma vez estabelecido o paralelismo basta agora que localizemos um ponto
comum as duas retas. Podemos, por exemplo, verificar se o ponto inicial de r (ponto A)
pertence a reta s. Caso as retas ndo possuam pontos em comum, entdo elas serdo paralelas
ndo coincidentes.

Como as retas estdo em um mesmo plano, uma vez que ndo sejam paralelas e ou coinci-
dentes elas claramente s6 podem possuir um ponto em comum.

Resumindo,

115



Proposicdo 4.1 Duas retas em um mesmo plano sdo:

B Paralelas se e somente se seus vetores diretores sdo miuiltiplos um do outro.
Neste caso elas podem ser:

— Coincidentes: se o lugar geométrico de r e de s sdo o mesmo. Neste casos as
retas sdo paralelas e passam pelo mesmo ponto. Para verificar se suas retas
paralelas sdo coincidentes € suficiente verificar se elas possuem um ponto em
comum. Por exemplo se o ponto B pertence a reta r.

— Paralelas ndo coincidentes, se ndo possuem pontos em comum.

B Concorrentes, ou seja, se interceptam em um unico ponto. Neste caso os vetores

diretores ndo sdo paralelos.

Exemplo 4.2 Determine a posicdo relativa entre as retas:

3 1

1.7:(L,2)+ (3, —-1)tes: (4,1)+ (E’_E)t
2. r:(1,2)+ (3, —1)tes: (2,2) + (1,—%)1&

3.r:(L,2)+ (3, —1)tes:(2,2)+ (0, 1)t
Solucao:

1. Coincidentes. Os vetores diretores sdo paralelos, i.e., multiplos um do outro e o ponto

(4,1) pertence a r.

2. Paralelas ndo coincidentes. Os vetores diretores sdo paralelos, i.e., multiplos um do

outro e o ponto (2,2) pertence a r.

3. Concorrente, pois os vetores diretores ndo sao paralelos.
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As condicbes acima valem apenas para equacOes vetoriais, e consequentemente para
equacdes paramétricas. Mas no caso bi-dimensional as equacoes ficam mais simples e po-
demos representar uma reta através de uma tnica equacao linear. Seria interessante entdo
que tivéssemos uma maneira de comparar equacgoes nesta forma.

Tome entdo duas retas 7 : ax + by +c =0es : a’x+ b’y + ¢’ = 0. Vamos supor por um
instante que b # 0 e b’ # 0 (r e s ndo sdo paralelas ao eixo y). Nédo ¢ dificil se convencer

que r e s sdo paralelas se, e s se, seus coeficientes angulares forem os mesmos. Ou seja,
!/

. a _a S . .
precisamos que il Mas isto é equivalente a dizer que @’ = Aa e b’ = Ab para algum
A € R. Observe que se ambas forem paralelas ao eixo y, entdo b = b’ = 0 e a mesma
condigdo vale.
Se r e s forem coincidentes entdo, pela condicdo dada acima, temos que

=dx+by+d =AMax+by)+c =Alax+by+c)—Ac+c =—-Ac+,

e portanto ¢’ = Ac.
Resumindo, obtemos o seguinte resultado.

Teorema 4.3 Dadas duas retas no plano descritas pelas equagbes r : ax +by+c =0e
s:a'x+by+c =0, entdo:

1. Se o vetor (a,b,c) é multiplo de (a’,b’,c") as retas sdo coincidentes.

2. Seovetor (a,b) é multiplo de (a’,b’), ou equivalentemente os coeficientes angulares
sdo iguais entdo as retas sdo paralelas.

3. Se o vetor (a,b) ndo é multiplo de (a’, V"), ou equivalentemente os coeficientes angu-

lares sdo distintos entdo as retas sdo paralelas.

A

o

Figura 4.1: Retas Reversas
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4.1.2 Posicao Relativas entre Retas no Espaco

Passemos agora para uma analise espacial. Quando consideramos duas retas no espaco
elas podem estar ou ndo num mesmo plano. Caso elas estejam num um mesmo plano
serdo ditas retas coplanares, e podemos para essas retas aplicar a andlise de posi¢do
relativa que fizemos na secdo anterior. Ressaltamos que se duas retas sdo paralelas elas
sdo necessariamente coplanares. Por outro lado, retas ndo coplanares recebem o nome de

reversas. Em resumo, duas retas no espaco podem ser

B Reversas, se as duas retas ndo estiverem contidas num mesmo plano.

B Coplanares, se as duas retas estiverem contidas num mesmo plano. Neste caso, valem
as classificacoes vistas até agora, e as retas podem ser:

— Coincidentes;
— Paralelas;

— Concorrentes.

Precisamos entdo encontrar um critério para determinar se duas retas sdo ou nao co-
planares. Para tanto, considere duas retas v : A+vies: B+4+us,com A # B.Seres
forem coplanares, entdo necessariamente o vetor zﬁ deve ser coplanar aos vetores u e v,
ou seja, os vetores zﬁ,u e v sdo linearmente dependentes. Do mesmo modo, se zﬁ,u e
v forem coplanares entdo a reta s estd contida no mesmo plano determinado pela reta r e

pelo ponto B. Isso nos da o seguinte resultado.

Teorema 4.4 Duasretasr: A+ vt es: B+ us sdo coplanares se e somente se 0s vetores
zﬁ, u, v forem linearmente dependentes, ou seja se:

‘(uxv)-ﬁ‘zo.

Exemplo 4.5 Determine a posicdo relativa entre as seguintes retas:
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a) r:(1,2,0)+t(2,2,2) es:(1,3,3) +£2,2,3)

b) r:(1,0,0) +£2,2,2) es: (2,3,0) + 1, —1,2)

¢ r:(1,0,0)+#1,1,1) es:(2,3,0) +#1,1,1)

d) r:(1,0,0)+41,1,1) es: (2,1,1) +£1,1,1)
Solucéo:

a) Para determinar se r e s sdo coplanares precisamos estudar a dependéncia linear
dos vetores (2,2,2), (2,2,3) e (0,1,3) = (1,3,3) — (1,2,0). Como o determinante
formado pelas coordenadas destes vetores vale

=240,

S N DN

2
2
1

W W N

concluimos que as retas nao sao coplanares, sendo portanto reversas.

b) Como o determinante formado pelas coordenadas dos vetores (2,2,2), (1,—1,2) e

(1,3,0)
2 2 2
-1 2|=0
3 0

as retas sao coplanares. Como os vetores diretores ndo sdo multiplos, as retas sao
concorrentes.

c) Asretas acima possuem o mesmo vetor diretor, de onde concluimos que sao coplana-
res e paralelas. Como o ponto (1,0,0) ndo pertence a s, as retas sdo paralelas e ndo
coincidentes.

d) Assim como no item anterior, as retas sdo coplanares e paralelas. Como o ponto
(1,0,0) pertence a reta s (basta fazer t = —1 na equacéo de s) obtemos que r e s sdo
de fato coincidentes.

0

Exercicios

Ex. 1.1 — Sejam r a reta representada parametricamente por x = at+bey =ct+des
a reta cuja equacao € ax + fy = c.

119



a) Quando r intercepta s?

b) Se r interceptar s determine o ponto P de intersec¢do entre as duas retas:

Ex. 1.2 — Verifique se as retas r e s sdo concorrentes e, se forem, obtenha o ponto de
interseccdo.

a) r:X=(1,1,0)+A(1,2,3); s =(2,3,3) +u(3,2,1).
x=1+2A x =-—1+4A
z:1+3/\ z=—-2+6A
x=2—4A ;
: _ X _YT
c) r: y_4+5A,s.2 ) Z.
z=11
x=2 y+2 X _y_z=3
d) r: 5 = 1 PS5 =57

Ex. 1.3 — A altura e a mediana relativas ao vértice B do tridngulo ABC estdo contidas,
respectivamente, em r : X = (—6,0,3) + A(3,2,0) es : X = (0,0,3) + u(3,—2,0). Sendo
C = (4,—1,3), determine A e B.

Ex. 1.4 — Mostre que duas retas

r:{ x=mz4+ay=nz=>=

s:{ x=m'z+dy=n'z="0

se interceptam se e somente se (a —a’)(n —n') = (b—=b")(m — m')

Ex. 1.5 — Estude a posicdo relativa das retas r e s.
a) r:(1,4,4)+(1,2,3)tes:(2,51)+ (2,4,6)t

b) r:(1,44)+(1,2,3)tes: (2,51)+ (1,4 1)t
x+1 y z+1

O riio—=%="7—es:X=(0,0,0)+A(120).
D r:X=(819) +A2-13)es: X =(3,-4,4)+A(1,-2,2);
& _x—1_y—5_z+2es_x__ _z—1

T3 T 3 T s A=Y Ty
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2y —4 -1
f) r:x+3:—y4 .

es: X =(0,22)+A(1,1,-1).

Ex. 1.6 — Sejam r : X = (1,0,2) + A(2,1,3) es : X = (0,1, —1) + A(1,m,2m). Estude,
segundo os valores de m, a posicdo relativa de r e s.

Ex. 1.7 — Dadas asretas r : X = (0,1,0) + A(1,0,0) es : X = (—1,2,-7) + A(2,1,-3),
obtenha uma equagcéo vetorial da reta f, concorrente com r e s e paralelaa ii = (1, -5, —1).

Ex. 1.8 — Determine o ponto de interseccdo entre a reta que passa pelos pontos (1,2, 3)
e (3,2,1) e a reta que passa pelos pontos (2,1,1) e (1,2,1).

Ex. 1.9 — Determine a,b de modo que as retas sejam paralelas:

.. ax+3y—7z—1=0
| Sx+6y—bz=0

. ax +by=>5
| 2x -3y =8

4.2 POSI(_;AO RELATIVAS ENTRE RETAS E PLANOS

Passemos agora para o estudo da posicdo de uma reta e um plano. Dado um plano 7t e uma

reta r temos trés possibilidades:
B ainterseccdo de r e 7T é vazia. Nesse caso a reta r € dita paralela a 7.

B ainterseccdo de 7t e r € um Unico ponto. Nesse caso dizemos que a reta r é transversal
ar

B a interseccdo de 7 e r tem pelo menos dois pontos. Nesse caso temos que todos os
pontos da reta r pertencem ao plano 7t e dizemos que a reta r esta contida em 7.
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Nao € dificil ver que uma reta r é transversal a 7t se, e somente se, o vetor diretor dessa
reta ndo é paralelo ao plano 77. Ou, equivalentemente, se o vetor diretor dessa reta nao é
ortogonal ao vetor normal ao plano.

Colocando em coordenadas, obtemos que o plano 7 de equacéo geral ax 4+ by + cz = d
e a reta r de equacdo paramétrica

(x,y,2) = (x0,Y0 + 20) + (v1,v2, v3)t
sdo transversais se, e somente se,
(a,b,¢) - (v1,v2,03 #0),
ou seja, num sistema de coordenadas ortogonais:
avy + bvy 4 cvz # 0.

Reescrevendo esta condicdo utilizando o vetor normal ao plano n = (a,b,c) e o vetor
diretor v = (v, v, v3) obtemos o seguinte critério.

Proposicdo 4.6 A retar : X = P + vt € transversal ao plano 7t de vetor normal n se, e
somente se,

v-n #0.

Caso r ndo seja transversal a 7, nos restam duas opcdes: ou r € paralela ou estd contida
em 7t. Para decidirmos qual € o caso basta tomarmos um ponto qualquer da reta e verificar-
mos se este pertence ao plano. Se isso ocorrer a reta estd contida no plano, caso contrario
a reta é paralela.

Exemplo 4.7 Determine a posicao relativa entre o plano

m:X =(1,2,1)+(1,-1,1)t 4 (0,1,2)t,
e a reta

riX=(1,34)+(1,1,1)s.

Solucao: O vetor normal ao plano é dado por:
(1,-1,1) x (0,1,2) = (—=3,-2,1)

E como (—3,-2,1)-(1,1,1) = —4 # 0, a reta é transversal ao plano.
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O ponto de intersec¢do ocorre quando:

(1,2,1) +(1,-1,1)t + (0,1,2)t, = (1,3,4) + (1,1,1)s

1
-

1
ja solugiio é s = =, t = =, :
Cuja solugao € s 1 1 1 5

I 1 - 513 1 ,
Substituindo s = 1 na equacao da reta obtemos o ponto (1, 1 Z)’ que é portanto o
ponto de interseccdo de r com 7. O
Exercicios

Ex. 2.1 — Mostre que a reta
x=3t-2,y=—-4t+1,z=4t-5

¢ paralelo ao plano4x — 3y — 6z -5 =10

Ex. 2.2 — Determine a equac¢do do plano contendo a reta

2x+3y—z=2>5
2x -5y +2z=6
y_Z2

lel tax=—==
€ paral€la a reta x 6 7

Ex. 2.3 — Mostre que a reta

%(x—7):—(y+3):z—4

intersecciona os planos 71y : 6x +4y —5z = 4 e 1o : x — 5y + 2z = 12 no mesmo ponto.
Conclua que essa reta é coplanar com a reta determinada pela intersec¢do desses planos.

Ex. 2.4 — Encontre o ponto de intersec¢do da reta dada com o plano dado:
x—1 y+1 =z

a) 1 — = 2x+3y+z—-1=0
x+3 y—-2 z+1

b == = R — —

) 3 — 5 x—2y+z—-15=0
x+2 y—-1 z-3 _

) R w x+2y+2z2+6=0
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Ex. 2.5 — Escreva as equacdes do plano que passa por (1,2, —3) e é paralelo as retas:
x—1 y+1 z-7 x+5 y—2 z+43
2 =3 37 3 -2 -1

Ex. 2.6 — Mostre que as equacdes do plano que passa pelo ponto (xg, yo,zo) € € paralelo
as retas:
x—ay _ y—-b  z—q Xx—a y—b2 z—c

7

h ) I3 my my ms3
pode ser escrita como:

X—X Y—Yo Z—2

I I I3 =0.

my my ms3

Ex. 2.7 — Mostre que a equacdo do plano que passa pelos pontos (xo, Yo, z0) € (x1,Y1,21)
e é paralelo a reta:

x—ar _y—-b  z—q

h I I3
pode ser escrita como:

X — X0 ]/—yo Z— 2
X1—X0 Yy1—Y z1—2 |=0.
h ) I3

Ex. 2.8 — Prove que as retas:
x—1 y+2 z-5
2 -3 4
sdo coplanares e determine a equacao desse plano.

e (xyz)=0Bt—72t+2,-2t+1)

4.3 POSI(_;AO RELATIVAS ENTRE PLANOS

Queremos agora estudar a posicdo de dois planos no espacgo. Para comecar analisemos
quais as possiveis posicoes relativas, para depois determinar condi¢Oes algébricas que as
determinem. Dados entdo dois planos 717 e 71, temos trés possibilidades:
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B ainterseccdo de 71 e 71, € vazia. Nesse caso, os planos sdo ditos paralelos distintos.

B ainterseccdo de 711 e 71 é ndo vazia, e dois sub-casos sdo possiveis:
- ainterseccdo de 711 e 71, é uma reta, e os planos sdo ditos transversais.
— 711 € 71> sdo coincidentes.

Assim como no caso retaxplano, para estudar a posicdo relativa entre dois planos utili-
zaremos intensamente os vetores normais a estes planos. Para dois planos serem paralelos,
por exemplo, precisamos que seus vetores normais sejam paralelos entre si.

A seguinte proposicdo caracteriza a posicao relativa de dois planos. Sua demonstracdo é
simples e fica como exercicio para o leitor.

Proposicao 4.8 Sejam 1, e 71y dois planos de equagbes a1 x + b1y +c1 = dy e axx + by +
cpz = dj respectivamente. entdo:

B Os planos 111 e 1o sdo paralelos se os seus vetores normais forem paralelos, isto €,
se

(a1,b1,c1) = Aay, by, c1).

Nesse caso se:

— (a1,b1,¢1,dq) for proporcional a (ay, by, c3,d>), entdo os planos sdo coinciden-
tes
- (a1, by, ¢1,d1) ndo for proporcional a (az, by, ¢2,dy), entdo os planos sd@o para-

lelos distintos.

B Os planos 711 e 71, sdo transversais se os seus vetores normais ndo forem paralelos,
isto é, se (a1,by,c1) e (a1,b1,¢1) ndo sdo proporciondis.

E interessante observar que se 7; e 71, forem transversais, ento a reta r determinada
pela intersecdo dos dois planos deve ser perpendicular aos vetores normais ny = (a1, by, c1)
e ny = (ap,by,¢2), e podemos tomar o vetor n; X np como vetor diretor de r. Assim, esco-
lhendo um ponto P qualquer na interse¢do de 711 e 7o, obtemos

r: X =P+ (n; xny)t.
Exemplos 4.9

B Os planos 71y : 2x + 3y +4x = 5 e mp : 6x + 2y + 2x = 3 sdo transversais. E assim a
sua interseccio, ou seja, o sistema

2x +3y +4x =5
6x +2y+2x =3
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determina uma reta.

B Os planos 71y : 2x + 3y +4x = 5 e 1y : 4x + 6y 4+ 8x = 2 sdo paralelos e ndo coinci-
dentes. E assim a sua interseccdo € o conjunto vazio.Ou seja, o sistema

2x+3y +4x =5
6x +2y+2x =3

ndo possui solucoes.

B Os planos 711 : 2x + 3y +4x = 5 e 7m1p : 4x + 6y + 8x = 10 sdo coincidentes. E assim a
sua interseccdo é o plano 71; = 71,. Ou seja, o sistema

2x+3y +4x =5
4x + 6y +8x =10

tem como solu¢do um plano.

Exemplo 4.10 A reta r é dada como interseccdo de dois planos

{x+y+2.z:0 | @1

x—z=1

Escreva as equacgdes paramétricas para essa reta.

Solucdo: Um modo de escrever as equagdes paramétricas é escolher uma das varidveis é
faze-la igual ao parametro t. Assim por exemplo, fazendo z = t. A equacdo x —z = 1, nos
diz que x = 1 + t. Substituindo esse valores na equacdo x +y +2z =0, temosy = —1 — £.
E assim as equagdes paramétricas sao:

x=1+t¢
y=-1-3t .
z=1t

Outro modo de escrever a equacdo vetorial é encontrando dois pontos que satisfazem a
equacdo. Assim por exemplo tomando z = 0, o sistema de equacdes [4.1] fica

x+y=20
x=1 '

Cuja solucao é o ponto (1,—1,0), que pertence a reta determinada pela interseccdo dos
dois planos. Similarmente tomando z = —1, temos que o ponto (0,2, —1) pertence a reta.
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De posse dos pontos podemos escrever a equacdo vetorial dos planos:

x=1+t
y=-1-3t .
z=1t

Exercicios

Ex. 3.1 — Mostre que os planos bx —ay = n, cy — bz = 1 e az — cx = m se interceptam

numa reta se e somente se al +bm + cn = 0.

Ex. 3.2 — Mostre que a reta:
5x =3y +2z—-5=0
2x—y—z—-1=0

estd contida no plano 4x +3y 47z — 7.

Ex. 3.3 — Determine os valores de a e b de modo que os planos x +2y +z = b e 3x —

S5y +3z =1e2x + 7y +az = 8 se interceptem:
a) um ponto
b) uma reta

c) trésretas distintas e paralelas
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ANGULOS E DISTANCIA

51 ANGULOS

No capitulo anterior nos concentramos no estudo da posicdo relativa entre dois objetos
no espaco. Tal estudo nos permitiu determinar se dois objetos sdo ou ndo paralelos, e
neste capitulo vamos aprofundar um pouco mais o estudo de posicao relativa, definindo e
estudando uma “medida de posicao relativa” entre estes, o que denominaremos por medida

angular ou angulo entre dois objetos no espaco.

5.1.1  Angulo entre duas Retas

O angulo entre duas retas € definido como o dngulo entre seus vetores diretores.

4

Figura 5.1: Angulo entre as retas r e s.

Assimser: A+ vtes: B+ ut entdo o angulo 6 entre r e s sera dado por

cosfh = ﬁ, (5.1
[Jull {]v]]

€ consequentemente

u-v
0 = arccos <7>
[[all [|v]]

Lembramos que a fung¢éo arccos(x), retorna um angulo x tal que 0 < x < 7. Como
cos(x) = cos(—x), o angulo que obtemos acima € néo orientado, ou seja obtemos apenas
o valor absoluto do angulo. Em outras palavras, nesta definicdo, o d&ngulo entre a reta r e
a reta s € o mesmo que o angulo entre areta s e a reta r.
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Observamos também que entre duas retas ndo paralelas sempre existem dois dngulos
possiveis, e o angulo que encontramos ndo é necessariamente o menor deles, ou seja, o
angulo agudo. Em algumas situacdes é desejdvel conhecermos o angulo agudo entre as

retas r e a reta s. Para isto, observe que se u - v > 0 entdo H“uHﬁ > 0. Portanto
u-v T
arccos ———— < —
lal[ ffv]] — 2

e o objetivo foi alcangado.
Caso contrario, se u - v < 0, temos que

7T u-v
— < arccos

—— < 7T,
2 [ul[ Iv]

e estamos interessados portanto no angulo suplementar 7t — 6.
Mas note que cos(7m — 6) = — cos(0), e portanto, substituindo em (5.1I) obtemos que se
u-v < 0, entdo

u-v lu-v|
cos(r—0) = — = (5.2)
[al[ vl vl

Desta forma se, denotarmos por a o angulo agudo entre as retas r e s temos que

- v]

cosy = ———— com(0 < a < 71.
[[al| {lv]]
A x—2
Exemplo 5.1 Encontre o 4ngulo entre as reta v : X = (1,2,1) + (1,1,0)t e s : 7 =
y+3 z+7
2 127

Solucdo: A reta r tem vetor diretor (1,1,0) e a reta s tem vetor direto (1/2,1/2, 1/\/5). E

assim

cosg — _(LL0)(1/2,1/2,1/2) _ 1 _ V2

1(L,L0)I1(/2/2,Y3) — v2 2

e logo 6 = z O
4

E importante observar que para medir o 4ngulo entre duas retas nio é necessario que
estas se interceptem, ja que a nossa definicdo de angulos entre retas €, na verdade, o
angulo entre os vetores diretores das retas. Observamos também que o angulo entre duas
retas paralelas (coincidentes ou nédo) é sempre 0.

Também neste sentido, duas retas sdo ditas ortogonais se seus vetores diretores sao
perpendiculares. E duas retas sdo ditas perpendiculares se elas se interceptam e sao orto-
gonais.
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C

Figura 5.2: As retas AB e FG sdo ortogonais mas ndo perpendiculares.

Exemplo 5.2 Verifique se as retas r : (1,2,1) + (1,1,0)t e s : (1,3,4) + (1, —1,3)t sdo

ortogonais e/ou se sdo perpendiculares.
Solucdo: Como (1,1,0) - (1,—1,3) = 0 elas sdo ortogonais.
Para verificar se elas se interceptam, basta resolvemos o sistema linear:

(1,2,1) + (1,1,0)t = (1,3,4) + (1, —1,3)t

Como o sistema acima, ndo possui solucoes, as retas ndo se interceptam e assim elas nao
sdo perpendiculares.
O

No caso bidimensional, lancando méo da representacéo por equacoes lineares, podemos
redefinir as férmulas para o angulo entre duas retas, e colocd-las em funcao da inclinacdo
das retas estudadas.

Tome entdo duas retas v : y = myx+d e s : y = mpx + d e lembre-se que podemos
expressar seus vetores diretores respectivamente por v = i+ mjj e u = i+ mjpj. Assim
obtemos que

u-v 1+m1m2

lulllloll \/1+m%\/1+m%

A expressdo acima, assim como no caso tridimensional, nos permite calcular o dngulo 6

cosf =

ndo orientado entre as retas. Esse angulo esta entre 0 e 7/2 se 1 4 mqm; é positivo, e entre
n/2 e pi se 1+ mymy é negativo. Se 1 + mymy = 0 o angulo é igual a 7/2 e assim as retas
sdo perpendiculares.
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De modo analogo, podemos encontrar

senf = |12 — 1|
V114
ou equivalentemente
6 = arcsen 2 — m| .
1+ m 1+
|2 — my|

Neste caso, como 0 < <1,temos que 0 < 6 < /2.

1+ 1+ m3

Outro modo de determinar o angulo entre duas retas no plano é lembrando que o coe-

ficiente angular é a tangente do angulo orientado (no sentido anti-hordrio) entre a reta é

a parte positiva do eixo x. Assim dadas duas retas de coeficiente angulares m; = tg¢; e
my = tg ¢,. Pela figura5.3]temos que 6 = ¢, — ¢, e logo:

_ B _tgpp—tgpr  mp—m
tg0 = tg(p — 1) = T+tgpitgdy 1+ mymy

$2 #

/ N\

Figura 5.3

Uma vantagem da expressao
My —m
0 = arctg 27
1+ mymy

€ que o angulo determinado por esta € o angulo orientado entre as retas rq e r;.

Dadas duas retas de coeficientes angulares mq, m,, entdo o angulo entre elas é dado
por:
1+ mqmip

cosf =

1+ 1+
senf = |12 — |

1+ m 1+

myp — My

tgf = —————
& 14+ mymy
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Exemplo 5.3 Ache o 4ngulo entre as retas 2x —y =3 e x + 3y = 4.

Solucao: Neste caso temos que:

O

Exemplo 5.4 Ache duas retas que passe pelo ponto (2,2) e que faca um angulo de 45°com

areta2x —3y =4

Solucao: Inicialmente vamos encontrar o coeficiente angular dessas retas. Para isso, obser-

vamos que:
2
tg45° =1 = -3 2m
1+§m
E dessa forma 1+ gm=z—me logo gm = —% e assim m = —%. Logo a equagdo da reta
dy—2— —é(x—2)
No caso
m_ 2
tg45° =1=—°
1+§m
E dessa forma m = 5. Logo a equacdo dareta é y —2 = 5(x — 2) 0
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Exercicios

Ex. 1.1 — Ache o dngulo agudo entre asretas 3x —4y +2=0e2x 43y =7
Ex. 1.2 — Qual o angulo entre o eixo x e 5x + 12 = 3?

Ex. 1.3 — Ache duas retas passando por (1, —1) que faz um angulo de 45° com 3x —4y =
7.

Ex. 1.4 — Ache os trés dngulos de um triangulo cujos vértices sdo (2,1),(—1,2), (3, —2).
Veja se eles somam 180°

Ex. 1.5 — Seja « um dos angulos formados pelas retas ax + by = c e y = px + g. Dé uma
expressdo para |cos« .

Ex. 1.6 — Escreva a equacdo da reta que passa pela origem e faz um angulo de 45° com a
X y\/§

ta-+>—=1.

reta 2 + 5

Ex. 1.7 — Mostrar que os quatro pontos (2,2), (5,6), (9,9) e (6,5) sdo os vértices de um
losango e que suas diagonais se cortam mutuamente ao meio e uma € perpendicular a
outra.

Ex. 1.8 — O segmento retilineo que une os pontos médios de dois lados opostos de qual-
quer quadrilatero e o segmento retilineo que une os pontos médios das diagonais do qua-
drilatero cortam se mutualmente ao meio.

Ex. 1.9 — Determine as equacOes paramétricas da reta que passa pelo ponto (1,—2,1) e
é perpendicular as retas r : (1,—3,0) + (1,2, 1)tes: (-2,1,0) + (1,—1,1)t.

Ex. 1.10 — Determine as equacOes paramétricas da reta perpendicular as retas:

x=3t-7, y=-2t+4, z=3t+4
x=t+1, y=2t-9, z=-t-12
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5.1.2 Angulo entre uma Reta e um Plano

O angulo 6 entre uma reta r e um plano 77 é definido como o angulo complementar ao
angulo agudo entre o vetor diretor a essa reta e o vetor normal ao plano (ver figura[5.4).
Se v é um vetor diretor da reta r e n € um vetor normal ao plano 7t entdo

sen(f) = sen <z — uc) = cos(a)

2
e logo
v -n|
sen(f) = ———
[ il

Figura 5.4: Angulo 6 entre uma reta e um plano.

Dizemos que um plano 7t com vetor normal n e uma reta » com vetor diretor v, sdo orto-
. N , 7T . o
gonais se o angulo entre eles é > ou equivalentemente se os vetores v e n sao paralelos.

Exemplo 5.5 Determine o dngulo entre a reta X = (6,7,0) + (1,1,0)t e o plano de equacéo

vetorial X = (8,—4,2) + (—1,0,2)t + (1,—2,0)s.
Soluc¢io: Vamos encontrar inicialmente um vetor normal a esse plano:

n=(-1,02) x (1,-2,0) = (4,2,2)
Logo o angulo entre a reta é o plano é dado por:

sen(8) = (L,1,0)-(422) V3

V224 2

eassim():g O

Exemplo 5.6 Determine a equacéo geral do plano que passa pelo ponto (1,2,1) e que é
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perpendicular a reta X = (1,0,0) + (1,3, —1)¢

Solucao: O vetor normal ao plano pode ser escolhido como (1,3, —1 e assim a equacéo
geral desse plano é: x + 3y —z = d. Como o ponto (1,2,1) pertence ao plano, ele satis-
faz a equacdo do plano, i.e, 1+3-2 —1 = d. Logo d = 6 e a equagdo geral do plano é
x+3y—z=6. 4

5-1.3 Angulo entre dois Planos

O angulo entre dois planos 711 e 71, é definido como o angulo agudo entre os vetores

normais ny € np

Ing - ny|
COS 9 = —
©) = ol el

Figura 5.5

Dois planos 711 e 71, com vetores normais nj € np respectivamente, sao ditos ortogonais
A 7T . . . ~ .
se o angulo entre eles é > o que implica que seus vetores diretores sdo perpendiculares,
ie,

n;-np — 0
Exemplo 5.7 Determine a equagio do plano que contém o ponto (1,0,1) e que é perpen-

dicular aos planos 2x +y+z=2e —x+z =7.
Solucdo: O vetor n normal ao plano, serd ortogonal aos vetores (2,1,1) e (—1,0,1). E
assim

n=(211)x(-1,01) = (1,-3,1)
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Logo a equacdo geral do plano é da forma x — 3y + z = d. Como o ponto (1,0, 1) pertence

ao plano:

d=1+3-0+1=2
E a equacdo geral é x — 3y +z = 2. Il
Exercicios

Ex. 1.11 — Ache os angulos entre os planos:
a) 3x—y+z=2ex—y=6
b) x+2y—-3z2=8e2x+4y—6z+31=0
) x=0ey=0
d x=lex+y=1

Ex. 1.12 — Escreva a equacdo vetorial do plano que passa pelo ponto P e é perpendicular
as planos:

m;+D1=0 my + D1 =0.
Escreva também a equagéo geral desse plano dado que:

P: (x0,40,20) m1 = (a1,b1,c1) mng = (az,by,c2)

Ex. 1.13 — Ache a equacdo do plano perpendicular ao plano xz, que contem o ponto
(1,2,3) e que faz um angulo de g com3x +2y+z=1.

5.2 DISTANCIAS

Passemos agora a um novo problema: definir e determinar a distancia entre dois objetos
(ponto, reta ou plano) no espaco.

Sabemos facilmente como determinar a distancia entre dois pontos no espaco. Bastando
para isso medir o tamanho do vetor determinado por estes pontos. Mas como medir a
distancia entres outros dois objetos? Este serd nosso objetivo nesta secao.
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5.2.1  Distancia de um ponto a uma reta

A distancia entre um ponto P e uma reta r é definida como a distancia entre P e ponto
A € r mais proximo de P. Para determinar a distadncia de P a r, sejam A e B dois pontos
de r e considere o triangulo ABP.

/ B
A area do triangulo ABP pode ser calculada usando o produto vetorial e assim temos:

A= || 4B x AB|

Por outro lado usando que a drea do tridngulo é metade da base vezes a altura temos:

_ |lAB|r
2

e assim Hz@ X 1@” = Hz@Hh e logo
_ |4 x 4B|

|AB]|

A

h=d(P,r)

Exemplo 5.8 Calcule a distncia do ponto P = (1,0,2) aretar: (1,0,1) + (2,0,1)t.

Solucao: Escolhemos A = (1,0,1) e B = (3,0,2). E assim ﬁ =(0,0,1) e zﬁ = (2,0,1)

o) x 201 2
N =00l v

Distédncia de um ponto a uma reta no plano: o caso bidimensional

Assim como nas se¢des anteriores, o caso bidimensional pode ser estudado separadamente.
Queremos entdo utilizar as expressdes determinadas anteriormente para encontrar uma
maneira de expressar a distancia do ponto P = (p,q) areta Ax + By +C = 0.
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Comecaremos tratando o caso onde a reta é paralela ao eixo x (A = 0). Neste caso, a
. ~ C oA . .
reta terd equacdo y = —pea distancia sera dada pela diferenca entre a coordenada y do
. C
ponto e da reta, ou seja, d(P,r) = |q + E!

x4 . ~ . . C
Se a reta r ndo é paralela ao eixo y, entdo ela intercepta o eixo x no ponto (— T 0) e seu
vetor diretor pode ser escolhido como v = Bi — Aj (por qué?).

Desta forma, a equagéo vetorial daretaér : (— %, 0)+ (B, —A)t. Escolhendo A = (%, 0)

e B = A+ v, temos que ﬁ =(p+ %,q), e temos

d(P,r) =

onde o vetor ﬁ x v pode ser calculado através do seguinte determinante formal

i i k
B —A 0],
C

Ptz 1 0

e assim AP x v = (Bg+ Ar+C) k.
Segue entdo que Hz@ x v|| = |Ar 4+ Bs + C| e assim
_ |Ap+Bq+C]
VAZ 4 B2

Observe que fazendo A = 0 na expressdo acima, recuperamos a expressdo encontrada

d(P,r)

para retas paralelas ao eixo x, e portanto esta formula pode ser usada em qualquer caso.

Exemplo 5.9 Calcule a distdncia do ponto (1,3) areta4x —2y —3 = 0.

Solucao:
_|4-1-2-3-3] 5

d
V16 + 4 V20

O

Exemplo 5.10 Existem duas pontos cuja coordenadas x sdo iguais a —3 e que distam 6 da

reta r : 5x — 12y — 3 = 0. Ache as coordenadas y desse ponto.

Solucdo: Ambos os pontos podem ser representados como (3, s). Para esses pontos temos
que:

|5(—=3) —12s —3|

d= 13

6
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e logo |18 +12s| = 78 e logo s = 5 ou s = —8. E os pontos sdo (—3,5) e (—3, —8) 0

Exercicios
Ex. 2.1 — Ache as distancias entre os pontos e as retas dadas:
a) (—3,4)abx—2y=3.
b) (—2,5)a7x+3=0.
c) (—3,4)ad4y+5=0.
d) Origema3x —2y+6=0.

Ex. 2.2 — Determine a distancia ¢ entre o ponto A = (3,1) e a reta x + 2y = 3.Pelo
seguinte método: primeiro ache o ponto B sobre essa reta tal que d (A, B) = J. Escreva a
equacdo da reta de forma paramétrica r = rp+vt e calcule o produto interno dos vetores
z@ e v. Conclua.

Ex. 2.3 — Ache o comprimento das alturas de um tridngulo com vértices (a,0), (b,0), (0, c).

Ex. 2.4 — Ache a distancia entre as duas retas paralelas: 3x +2y = 6 e 6x +4y = 9.
(Porque essas retas sdo paralelas?)

Ex. 2.5 — Prove que a distancia entre duas retas paralelas cujas equacoes sdo Ax + By +

C=0eAx+By+C' =0¢:

€ - C]
VA% + B?

Ex. 2.6 — Ache os pontos da reta y = 2x + 1que estdo situados a distancia 2 da origem.

Ex. 2.7 — Quais sdo as retas paralelas a reta 3x — 4y = 1 que estdo a distancia 5 desta?
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5.2.2 Distancia de um ponto a um plano

A distancia entre um ponto e um plano é definida de maneira analoga ao caso ponto-reta.
Considere entdo um plano 7t com vetor normal n, e P um ponto qualquer. Para calcularmos
a distancia de P a 71, tome A um ponto qualquer de 7t e considere o vetor ﬁ A distancia
de P a 7t serd dada entdo pela norma da projecdo de ﬁ sobre n, ou seja,

it

d(P, 1) = ||Proj, AP|| =

[l

Se na expressdo anterior tomarmos P : (xo,yo,20), A : (a1,42,43) € supormos que o
plano 7 tem equacdo geral ax + by + cz = d, teremos que o vetor normal a este plano é
n = (a,b,c), e portanto

_alxo —x1) +b(yo —y1) +c(yo — y1)|
d(P, ) = NrEE (5.3)

_ |axo + byo + cyo — (ax1 + by1 + cy1)| (5.4)

Vva?+b%+c?

Como o ponto A pertence ao plano, temos que axy + byg + cyp = d e assim

d(p,m) = 8%t byotcyo—d] (5.5)

va?+b% +c?

Observe que, como seria de se esperar, a distdncia ndo depende do ponto A escolhido.

Exercicios

Ex. 2.8 — Determine a distdncia entre os planos dados e a origem:

a) x=5
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b) x+y=1
) 2x+y—z=0
d) 2x+y+z=2

Ex. 2.9 — Se a distancia da origem a um plano é d, e esse plano intercepta os eixos em
(a,0,0), (0,b,0) e (0,0,c) prove que:
1 1 1 1

E 2 Trta

5.2.3 Distancia entre Duas Retas

Seguindo as ideias utilizadas nos casos anteriores, a distancia entre duas retas r e s sera
definida como a menor distancia entre um ponto » e um ponto de s.

Sejam entdo r, s duas retas no espaco taisque r: A+utes: B+ vt.

Se as retas forem coincidentes ou concorrentes, claramente a distincia entre elas é nula.
Se as retas forem paralelas e ndo coincidentes a distancia entre elas é igual a distancia
de um ponto P qualquer de r a s, e assim essa distancia pode ser calculada usando os

conhecimentos obtidos na se¢do anterior.

Se as retas r e s forem reversas comecamos escolhendo um ponto P sobre r e um ponto
Q sobre s. Projetamos entdo o vetor 1@ sobre o vetor n = u X v que é ortogonal as retas r
e s. A norma dessa projecdo € a distancia entre as retas.

Como

PO -
Proj,, l@ = Hann

e assim:
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PO -n
d(r, = 5.6
(r:) Tl 5.6)
PO n
d(r,s) o< (5.7)

Exercicios

Ex. 2.10 — Determinar as equacdo da reta que passa pelo ponto (3,1) e tal que a distancia
desta reta ao ponto (—1,1) é igual a 21/2. (Duas solucdes)

Ex. 2.11 — Determinar a equacao do lugar geométrico de um ponto que se move de ma-
neira que sua distancia a reta 4x — 3y + 12 = 0 é sempre igual a duas vezes a distancia ao
eixo x.

Ex. 2.12 — O angulo de inclinacdo de cada uma de duas retas paralelas é a. Se uma reta
passa pelo ponto (a,b) e a outra pelo ponto (c,d), mostrar que a distancia entre elas é

|(c —a)sena — (d — b) cos «|

Ex. 2.13 — Ache as equacgoes dos planos paralelos ao plano 3x — 2y + 6z + 8 = 0 e que
distam 2 desse plano.

Ex. 2.14 — Ache a distancia entre os planos paralelos
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a) 4x+8y+z=9ed4x—-8y+z+18=0
b) 3x —2y4+6z+8=0ebx—4y+12z+12=0

Ex. 2.15 — Ache a equacdo da reta que passa pelo ponto (2,1,5) e que intercepta a reta

x—1 y+2 z-3
3 4 2

perpendicularmente.
(—2,1) é sempre igual a trés vezes a distancia a reta y + 4 = 0.

Ex. 2.16 — Determinar a distancia do ponto a reta:

a) ponto (7,7,4)aretabx +2y+z—4=0e6b6x—y—2z—10=0

b) mmo@LLQQmmx;7:Zi§_z

-2 3

Ex. 2.17 — Ache os pontos sobre o eixo y que distam 4 do plano x +2y —2z =0

Ex. 2.18 — Determinar a distdncia d do plano 3x — 12y +4z —3 = 0 ao ponto A =
(3, —1,2) pelo seguinte processo: Encontrar o ponto B , pé da perpendicular desde A até o
plano. Entdo determinar d como o comprimento do segmento AB.

Ex. 2.19 — Determine a distancia do ponto (2,2,2) a reta

x=2t+1
y=23t+2
z=5t+1

Ex. 2.20 — Determine a distancia entre as retas r que tem equacdo paramétricas:

x=2t+1
y=23t+2
z=>5t+1
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e a reta s que tem equacdo paramétrica:

X =4s+1
Yy =2s+42
7 =1s+5

5.3 RETAS EM COORDENADAS POLARES

Se sobrepormos um sistemas de coordenadas polares a

um sistema de coordenadas cartesianas de modo que P:(xy) Aeixo y
o polo e a origem coincida e a direcdo principal OA, RRUTRPR \
sobreponha-se a parte positiva do eixo x (veja figura[5.7), :

y

podemos ver que a relacdo entre as coordenadas para o

mesmo ponto é dada por:

) CREEEE
\]

0
\
O

o )
{ x =rcosf €Ixo X

5.8
Yy = rsenf 8
Figura 5.7

sendo

r= \/T‘*‘]/Z 0= arctg% = arcsen JCZLW = arccos ﬁyz

Substituindo as relacdes dada por [5.8] na equagdo geral de uma reta s : Ax + By = C,
temos que esta pode ser expressa em coordenadas polares como:

r(Acosf + Bsenf) = C (5.9)
ou equivalentemente:

C
~ = (Acosf + Bsen®) (5.10)

Exemplo 5.11 A equagéo da reta 3x + 2y = 7 em coordenadas polares é:

r(3cos +2senb) =7
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Sem perda de generalidade, podemos assumir que C é
positivo (Mudando os sinais de ambos os lados se necessa-
rio).

Se construirmos, no quadrante apropriado, um tridngulo

> retangulo de lados A e B, a hipotenusa desse triangulo sera

Vv A? + B2, logo:
L = senu« L = Ccos«
VA2 4 B2 " VAT B2

Se dividirmos ambos os lados da equagio 5.9 por v/ A% + B2 ficamos com:

A B C
r{ ——cos+ ———senf | = ——
<,/A2+B2 Q/AZ_i_BZ > ,/A2+B2

e consequentemente
7 (cosacosf +senwcosf) = h \ (r.9)

sendo
C r
VA2 + B2

e desse modo a equacao da reta em coordenadas po-

lares pode ser escrita como:
rcos(0 —a)=nh

A equacgdo anterior é conhecida como equagdo padrao da reta em coordenadas polares.

O significado geométrico de & € a distdncia da reta a origem enquanto « € o angulo entre
o eixo polar e a reta passando pela origem e pelo ponto que realiza a distancia minima
entre a origem e a reta s. Podemos ver esse fato revertendo o problema, isto €, seja s uma
reta tal que a distancia dessa reta a origem O € k. Se tomarmos um ponto de coordenadas
(r,0) sobre essa reta de vetor posi¢do r. Entdo o tridngulo delimitado por &, r e a reta
s forma um triangulo retangulo com hipotenusa r. Em relacdo ao angulo 6 — « o lado
adjacente é h e assim

cos(0 —ua) = h

e logo

rcos(0 —a) =h

Exemplo 5.12 Ache o tamanho e a direcdo do segmento que liga a perpendicularmente
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origem a reta abaixo.

% = 8cosf + 6senf

Solucao: Comecaremos colocando a equacédo

% = 8cosf + 6send
na forma padrao:
rcos(f —a) =h

que expandindo fica:

1 1 1
— = —cosaxcosf + —senasent
r h h

Igualando os temos temos:

1
j, cosa =8 (5.11)
1
Esenzx =6 (5.12)
Elevando as equagbes[5.11] e[5.12] ao quadrado e somando temos:
1
1
e consequentemente 1 = 10"
Dividindo a equacdo [5.12] pela equacéo [5.17] temos:
tga = é = §
8% =871

VS | o . 3
Consequentemente, temos que a distancia é T0¢2 inclinagdo da reta € arctg (Z

O

Exercicios

Ex. 3.1 — Ache a distancia da reta
g = cosf + V3senf

a origem.
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Ex. 3.2 — Ache o tamanho e a direcao do segmento que liga a perpendicularmente origem
a reta abaixo.

% =4cosf + 3senf

Ex. 3.3 — Identifique e desenhe as seguintes retas, colocando as na forma padrdo. Confira
suas respostas usando coordenadas cartesianas

a) rcosf =3
b) rsenf6 =3
¢) r(5cosf+senf) = 3v/2
d) 5(5cosf —12sen@) = 39

Ex. 3.4 — Mostre que se uma reta é paralela ao eixo x e dista h da origem, entdo sua
equacado é dada por rsenf = h

Ex. 3.5 — Mostre que se uma reta ¢ paralela ao eixo y e dista i da origem, entdo sua
equacdo é dada por rcosf = h ou por rcosf) = —h , dependendo se a reta se encontra a
esquerda ou a direita do eixo y.

Ex. 3.6 — Mostre que a equacdo da reta ligando os pontos de coordenadas polares (r1,601)
(r2,602) é dada por:
sen(f, —6;)  sen(f —6;) n sen(f, — 6
r a 1o 1

Ex. 3.7 — Dada a equacéo % = f(0) com
f(6) =acos(6 + )+ bcos(0 + B)
a) Mostre que esta equacdo representa uma linha reta.
b) Conclua que % = f(6 + 7/2) também representa uma linha reta. E que essa reta é
perpendicular a reta de equacdo % = £(0).
c) Mostre finalmente que todas as retas perpendiculares a €_ f(6) sdo da forma

;
% = f(6 + /2) para algum C;,
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6 CIRCULOS E ESFERAS

6.1 EQUACOES CANONICAS DE CIRCULOS E ESFERAS

Um circulo é o conjunto de pontos no plano que estdo a uma
certa distancia r de um ponto dado (a,b).

Desta forma temos que um ponto (x,y) pertence ao circulo
de centro (a,b) e raio r se e somente se satisfaz a equacdo:

\/(x—a)2+(y—b)2:r

ou equivalentemente:

) s Figura 6.1: Circulo de
(x—a) +(y-b)=r centro A e raio r.
De modo andlogo, a equacdo reduzida de uma esfera de centro (a,b,c) e raio r é

(x—a)*+(y—b)*+ (z—c)* =1

Figura 6.2: Esfera de Centro C e raio r.

Exemplo 6.1 Determine a equacdo do circulo de centro (—3,1) que é tangente a reta

3x—4y—2=0
Solucao: J& conhecemos o centro e precisamos determinar o raio. Nesse caso o raio € a
distancia entre a reta e o ponto, ja que a tangente a um circulo é perpendicular ao raio que
liga o centro ao ponto de tangéncia. Logo:
. 13(—=3) —4-1-2] _ 3
VT8
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e assim a equacao do circulo é:
(x+3)+(y—-12>=9%90ux®>+ 12 +6x—2y+1=0

O
Exemplo 6.2 Determine a equacdo da esfera cujo didmetro é o segmento que liga (3, —1, 2)
a(5,3,4).

Solucao: Nesse caso aparentemente ndo conhecemos nem o centro nem o raio. Mas temos
que o centro € o ponto médio do segmento e que o raio € metade do didmetro. Logo:

1
r= E\/(5_3)2+<3+1)2+<4_2)2 =6
O ponto médio é (4,1,3) e logo a equacdo da esfera é:

(x—4)+(y—-1*+(z-3)"=6

Exemplo 6.3 Identifique a curva cuja equacao é:
Pyt —6x —4y —12=0

Solucéo: Identificaremos a curva completando quadrados. O termo x> — 6x pode ser con-
vertido num quadrado, se somarmos 9 e y?> — 4y pode ser convertido num quadrado so-
mando 4. Desta forma, somaremos 4 + 9 em cada lado da equagéo x> + > — 6x — 4y — 12 =

0. Logo temos:

X HyP—6x—4y—12=0 (6.1)

= (* —6x+9)+ (y* —dy+4) =12+4+9 (6.2)

= (x =3+ (y—2)*=5 (6.3)

Logo a curva é um circulo de raio 5 e centro (3,2). O

Podemos generalizar o exemplo anterior:

Exemplo 6.4 Identifique a curva cuja equacao é:

>+  + Ax+By+C=0
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Solucdo: Como no exemplo anterior, identificaremos a curva completando quadrados. O
2

. A
termo x> + Ax pode ser convertido num quadrado, se somarmos T e y?> + By pode ser
B2 A2 B?
convertido num quadrado somando T Desta forma, somaremos T + - em cada lado

da equacgéo:
x2+y2—|—Ax—|—By—|—C:0 (6.4)
A? B2 A2 B?
2 A= 2 oy 4 b
:><x +Ax+4>—i—<y —|—By—i—4> 4—1—4 C (6.5)
A\? B\> A2 B?
A2 B?
Observamos que para a equaciio anterior ser a equacio de um circulo, 2 = T + T C,
2 BZ
e assim temos que ter — + — — C > 0.

4 4
2 2

No caso em que T + i C < 0, o lugar geométrico descrito pela equagéo é
vazio, pois a equacdo ndo pode ser satisfeita pois a soma de quadrados é necessariamente

negativa.
2 2

No caso em que T + il C = 0, o lugar geométrico descrito pela equagéo [6.6] é o
A B
ponto <_E' _§> , pois se a soma de quadrados perfeitos é 0 cada termo da soma € zero.
O
De modo andlogo, podemos demonstrar que a equagao

P4y 422+ Ax+By+Cz+D=0

A% B> (? A2 B2 (C?
f Z 42 4= 4 2 4= D=
descreve uma esfera se 1 +4+4 D > 0, um ponto se 1 +4+4 D=0eo
) ) AZ BZ CZ b
conjunto vazio se e + e + Ve < 0.

Exemplo 6.5 A superficie cuja equacao é:

12-2x+ x> +4y+y* +8z2+2> =0

¢ uma esfera. Encontre seu centro e raio.
Solucao: Completando os quadrados temos

(®=2x+1)+ (P +4y+4)+ (2 +82+16) —1—-4—16+12 = 0.
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Dai segue que:
(x=1%+(y+2)*+ (z+4)?=9

E logo o centro dessa esfera é (1, —2, —4) e o raio é 3. O

6.1.1  Circulo por trés pontos

E conhecido que trés pontos nio colineares determinam um tnico circulo. Assim sendo,
fixados P;, P, e P; ndo colineares podemos facilmente encontrar a equacao do circulo que
passa por tais pontos. Tal equacdo pode ser encontrada observando que a equagéo geral de
um circulo é da forma

>+  + Ax+By+C=0

e que um ponto pertence ao circulo se e somente se suas coordenadas satisfazem tal equa-
cdo. A substituicdo de cada ponto resulta assim numa equacdo linear nas varidveis A, B, C e
assim o fato dos trés pontos pertencerem ao circulo nos fornecem um sistema linear em trés
equacoOes e trés variaveis A, B, C. Resolvendo tal sistema encontramos, entdo, a equacao do
circulo.

Exemplo 6.6 Determine a equacgdo do circulo que passa pelos pontos (—1,2), (0,1) e

(=3,2).
Solucao: Substituindo os pontos na equagédo

temos o sistema:

5-A4+2B+C=0
1+B+C=0
13-3A+2B+C

cujas solucdo é A =4,B =0,C = —1. E logo a equacao é
24yt 4+dx—1=0.
Completando quadrado obtemos, entdo:

(P +dx+4)+y*—4-1=0.
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Donde segue:
(x+2)*+y* =5.

Desse modo vemos que o circulo que passa por tais pontos tem centro (—2,0) e raio /5. (]

E possivel encontrar a equacio de um circulo por trés pontos nio colineares de uma
outra maneira. Para esse fim consideramos o tridngulo determinado pelos pontos P;, P, P;
e esse circunscrito na circunferéncia. Assim o seu centro é o circuncentro desse tridangulo,
isto é, o encontro das mediatrizes.

Exemplo 6.7 Determine a equacgdo do circulo que passa pelos pontos (—1,2), (0,1) e

(=3,2).
Solucdo: A equacdo da reta passando pelos pontos (—1,2), (0,1) éy —1 = —x, e como
o ponto médio desses pontos é: (_E’ E) temos que a mediatriz relativa a esse lado é:
y— % =x-+ % (lembrando que como a mediatriz é perpendicular ao lado seu coeficiente
angular € igual a menos o inverso do coeficiente da reta).

De modo analogo a equacéo da reta passando pelos pontos (0,1) e (—3,2) éy = —g +1
e a equacdo da mediatriz é: 3x = —6+y

temos o sistema:

3x =—-6+y
— § =X + 1
) 2
cujas solucdo é x = —2,y = 0, ou seja o centro da circunferéncia é (—2,0). O raio pode

ser calculado observando que este sera a distancia do centro (—2,0) a um dos vértices do
triangulo, por exemplo (0,1). Assim ?> = 5, e logo a equagéo é:

(x+2)*+y* =5.
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Exemplo 6.8 Obtenha a equagio da esfera que passa pelos pontos (0,0,1), (2,0,0),(1,1,1),(0,1,0)

Solucao: Impondo que os pontos pertencam a esfera temos o seguinte sistema linear:

1+C+D=0

44+42A4+D =0

3+A+B+C+D=0

1+B+D=0
. ., 5 1 1 2 i . i
cuja solucdo é A = _§’B = _§’C = _§’D =3 e assim a equacao da esfera é:

2 2, .2 y z 2

________ =0
x+y +z 3 373 3

Completando quadrado obtemos:
5¢ (5\2 v [1\?
2 IO e 2_J Z
(x 3+<6>>—|—<y 3+<6>>—|—
(o (V) (B (Y (Y,
3 6 6 6 6 36

Donde segue:

Exercicios

Ex. 1.1 — Determine a equagao dos seguintes circulos:
a) Centro (—2,5) e raior = 3.
b) Centro (1,3) eraior =2
c¢) Centro a origem e raior = a
d) Centro (5,2) e passando pelo ponto (2,3)
e) Tangente ao eixo y na origem e raio a
f) Diametro (5,2) a (—2,10)
g) Centro (3,—2) tangentea2x —y =0
h) Tangente a 2x — 5y + 1 = 0 no ponto (2,1) e raio 3 (duas respostas)
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Ex. 1.2 — Identifique, dando o centro e o raio.
a) ¥+y*—4x+6y=12
b) ¥®+y*—2x—4y+5
¢ x?+y? = 2ax
d) 4x? —4x = 5y — 4y?
e) x*+y?+22=2az

Ex. 1.3 — Encontre a equacdo do circulo que passa pelos pontos (4,0), (0,3) e a origem.

Ex. 1.4 — Encontre a equagdo dos seguintes circulos

a) Tangente aos eixos coordenados coordenados no segundo quadrante e com raio
r=4.

b) Tangente ao eixo x, ao eixo y e a linha que intercepta o eixo x e o0 eixo y em 3 e 2
respectivamente.

Ex. 1.5 — Verifique que as equacoes abaixo descrevem esferas, em caso afirmativo identi-
fique o centro e o raio:

a) X2+y*+z2-2x—4y+10=0
b) x*—6x+y*—4y+ 2>+ 14z + 58
) X+’ —6y+z2+4z+16

d) 2+2x+y*+4y — 22 +62—-29

Ex. 1.6 — Dados P; = (x1,y1,21) € P» = (x2,42,22) entdo a equacdo da esfera que tem
P; P, como didmetro é

(x—x1) (x—x2) +(y—y1) (y—y2) +(z—21) (z—22) =0

6.2 RETAS TANGENTES E PLANOS TANGENTES

Uma reta é dita tangente a um circulo se a interseccdo entre essa reta e o circulo for
somente um ponto. Para uma reta tangente o seu vetor diretor é perpendicular ao vetor
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ligando o raio ao ponto de interseccao. Além disso a distancia do centro do circulo a reta
tangente € igual ao raio do circulo.

Figura 6.3: Reta tangente a um circulo

De modo anélogo, dizemos que um plano € tangente a uma esfera se esse plano inter-
ceptar a esfera num unico ponto. Nesse caso o vetor normal ao plano € paralelo ao vetor
radial ligando o centro da esfera ao ponto onde o plano intercepta a esfera. E a distancia
do plano tangente ao centro da esfera ¢ igual ao raio da mesma.

Figura 6.4: Plano tangente a uma esfera

Exemplo 6.9 Encontre a reta tangente ao circulo de equagdo x> +y> — 2y — 4x = 0 no

ponto (3,3)
Solucdo: Completando quadrados podemos colocar a equagéo x> + y> — 2y —4x = 0 na
forma reduzida:

(x—2%4+(y—-12%=0
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Logo o centro do circulo tem coordenadas (2,1). Logo, o vetor ligando o centro do circulo
ao ponto (3,3) é i+ 2k e assim o coeficiente angular da reta passando por estes pontos é
. - .1 A ~

igual a 2. Logo, o coeficiente da reta tangente é —5 (Por qué? Tente escrever a equagao

da reta tangente na forma padrdo obtendo antes equagdes paramétricas para a mesma.). E
assim a equacao da reta tangente é:

y-3- L

ou

Podemos generalizar o exemplo anterior. Dado um circulo de equacao
(x=a)+ (y - b =1

Vamos calcular a equacdo da reta tangente no ponto (x1,Yy1).
Para tanto, consideraremos o vetor ligando o centro do circulo ao ponto de tangencia:
(x1 —a)i+ (y1 — b)j. Consequentemente a inclinacdo da reta passando por esses pontos é:
—b - ( X1—a
n-o Logo o coeficiente angular da reta tangente é — !
X1 —4a Y1 — b
tangente é da forma

. E assim a equacao da reta

X1 —4a
yi—b

(y—m)=— (x +x1)
e logo
=y —b) = —(x1 —a)(x —x)

e assim expandindo:

(x1—a)x+ (1 —b)y =k
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para alguma constante k. Somando (x; —a)(—a) + (y1 — b)(—b) em ambos os lados da

equacao obtemos:

(1 —a)(x—a)+ (1 =)y —b) = k2

para alguma constante k;, que determinaremos agora. Se substituirmos x = x; ey = y;
teremos que

ky = (x1 —a)*+ (y; — b)* =12
e assim a equacdo da reta tangente no ponto (xi,y7) é
(1 —a)(x —a) + (y1 —b)(y —b) = r*.
Exemplo 6.10 Obtenha as equacdes dos planos tangentes a esfera —3 — 2x + x% + 4y +

y? + 2z + z% = 0 que sdo paralelos ao plano x — 2y + 2z = 3.
Solucao: Completando quadrados temos que a equacao da esfera pode ser escrita como:

(x =124+ (y+2)%+(z+1)>=9

Logo o centro dessa esfera é (1, -2, —1) e o raio é 3.

A equacdo geral de um plano paralelo a x — 2y + 2z = 3 tem equacdo da forma: x — 2y +
2z=d

Como esse plano é tangente a esfera a distancia do centro dessas esferas ao plano é igual
ao raio dessa esfera. E assim:

_[1-2(=2) +2(-1) -4

d(C, =3
() ;
e logod = —6 oud = 12 e assim as equacgdes dos planos sdo x —2y +2z = —6ex —2y +
2z =12.

O
Exercicios

Ex. 2.1 — Encontre a equagdo a reta tangente no ponto indicado:
a) x2+y? =25 (-3,4)
b) x?+y? = 2x — 4y, origem.
¢) Encontre as retas tangentes ao circulo x> + y? = 4x que passam pelo ponto (3,2).

d) Uma corda da circunferéncia x> + y> = 25 se encontra sobre a reta cuja equaco é
x — 7y 4+ 25 = 0. Qual o comprimento dessa corda?
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Ex. 2.2 — Para um tridangulo qualquer encontrar:
a) a equacgao da circunferéncia circunscrita ao triangulo
b) aequacao da circunferéncia inscrita ao tridangulo

c) aequacdo da circunferéncia que passa pelos pontos médios dos lados do triangulo.

Ex. 2.3 — As equacdes dos lados de um tridngulo sdo 9x +2y + 13 =0,3x + 8y —47 =0
e x —y — 1 = 0. Encontrar a equacdo da circunferéncia circunscrita.

Ex. 2.4 — Mostrar que as tangentes de inclinagdo m a circunferéncia x> + y> = r? séo

y=mx+rv1+m?.

Ex. 2.5 — Qual a equacéo da circlinferencia que passa pelos pontos (1,2), (3,4) e que tem
centro sobre o eixo y?

Ex. 2.6 — Fixado a, quais devem ser os dois valores de b para que a reta y = ax + b seja
tangente ao circulo de centro na origem e raio ?

Ex. 2.7 — Uma circunferéncia de raio 5 é tangente a reta 3x — 4y — 1 = 0 no ponto (3,2).
Determinar sua equacao (duas solucoes).

Ex. 2.8 — Mostrar analiticamente que qualquer reta que passa pelo ponto (—1,5) néo
pode ser tangente a circunferéncia x> + y? + 4x — 6y + 6 = 0. Interprete o resultado geo-
metricamente.

Ex. 2.9 — Encontre a equac¢do dos circulos que passam pelos seguintes conjuntos de pon-
tos. Diga qual o centro, o raio e desenhe.

a) (3,4),(-1,2),(-2,4)
b) (4,2),(-2,3),(-1,6)
c) (a,0),(b0),(0,c)

Ex. 2.10 — Mostrar que o plano tangente a esfera x> + y* + z> = r? no ponto (a, b, c) tem

equacfio ax + by + cz = r?
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Ex. 2.11 — Encontre a equacdo da esfera que passa pelos pontos (0,0,1),(1,0,0),(0,1,0)
e cujo centro estano planox+y —z =0

Ex. 2.12 — Encontre a esfera que tem centro na reta
x=2z-3
T
y=z-1
e passa pelos pontos (6, —1,3) e (0,7,5)

Ex. 2.13 — Calcule a distancia do ponto (2,3,4) a esfera x> + 4x + y?> — 2y + 2% + 4.

Ex. 2.14 — Determine a equagdo da esfera cujo centro é (3,2, —2) é que é tangente ao

plano
1 -3 2
=10 |+ 1 t+1 0 |s
z 1 0 1

Ex. 2.15 — Determine a equagao da esfera cujo centro se encontra sobre o eixo X e que
passa pelos pontos (3, —4,2) e (6,2, —1).

Ex. 2.16 — A equacdo de uma esfera é x> + y*> + z> + 6y — 4z + 9 = 0. Determinar a
equacao da esfera concéntrica que é tangente ao plano:

1

N
I

Lo
+

— =N
195)
+
o
-

Ex. 2.17 — Encontre os planos tangentes a esfera x> + y* + (z — 1)2 =1 que sdo paralelos

ao plano4x —y + 3z =2

Ex. 2.18 — Encontre a equacdo dos planos que contem a reta r e sdo tangentes a esfera
S:
x+6
2

r: =y+3=z+1
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eS:x?+y?+22 —4x+2y—4z+4=0.

6.3 CIRCUNFERENCIA EM COORDENADAS POLARES

CENTRADA NA ORIGEM O caso mais simples ocorre quando a circunferéncia estd cen-
trada na origem nesse caso a circunferéncia € o conjunto de pontos que distam uma cons-
tante a da origem ou seja a equacdo em coordenadas polares é

r=a.

E facil de ver que essa equacdo coincide com a em equacao em coordenadas cartesianas.
Observe que, em coordenadas cartesianas, P = (x,y) pertence a tal circulo se e somente
se: x = acosf e y = asen. Dai segue que:

X2+ y* = a*(cos? 0 +sen® ) = a>.

PASSANDO PELA ORIGEM Dada uma circunferéncia de raio a e passando pela origem. As
coordenadas polares do centro dessa circunferéncia séo (4, «).

P:(r0)

Considere o triangulo AOKP. Como OK é didmetro da circunferéncia circunscrita ao
tridangulo vemos que AOKP é retangulo em P. Da definicdo de cosseno segue entéo:

r=2acos (0 —a).

FORMA GERAL  Dado uma circunferéncia de centro (¢, «) e raio 4, usando a lei dos cosse-
nos temos que:

a* = 1? +c* — 2rccos (6 — a)
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que é a equacdo da circunferéncia na forma geral.

Exercicios

Ex. 3.1 — Mostre que o centro do circulo de equacdo r = Acos6 + Bsenf é

VA% + B2 B
f, arctg Z

Ex. 3.2 — Mostre que a reta r sen f = 4 é tangente ao circulo r = 8 cos 6

Ex. 3.3 — Mostre que a equacdo da tangente ao circulo
r =2acos 0
no ponto (r1,6;) é:

rcos(f —26;) = 2acos® 6;

Ex. 3.4 — Mostre que para todos os valores de a a reta
rcos(60 —wa) =a+rycosa
¢ tangente ao circulo

r? —2rrycos@ + i —a? =0
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Geometria Analitica e Vetorial - Daniel Miranda, Rafael Grisi, Sinué Lodovici

CONICAS

7.1 INTRODUGAO

As curvas cOnicas ou se¢Oes cOnicas sdo as curvas obtidas pela intersec¢do de um cone
com planos que ndo contenham o vértice desse cone.

Existem essencialmente trés tipos de cOnicas que podem ser obtidas a partir de um cone
cuja reta geratriz faz angulo a com o eixo desse cone:

B pardbola: obtida pela interseccdo do cone com um plano que forma angulo & com o
eixo do cone;
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B elipse: obtida pela interseccdo do cone com um plano que forma um angulo 6 > «
com o eixo do cone;

B hipérbole: obtida pela interseccdo do cone com um plano que forma um angulo 6 < «
com o eixo do cone.

Pode-se mostrar que o lugar geométrico de tais curvas num plano pode ser caracterizado
por relagdes envolvendo a distancia de seus pontos a seus focos e retas diretrizes como
descrito a seguir (ver Secdo[Z.6). Assim sendo, definimos:

Definicdo 7.1 Uma elipse £ de focos F; e F, de eixo maior medindo 22 > HITFZH é
o lugar geométrico formado pelos pontos do plano cuja soma das distancias a dois
pontos fixos F; e F,é igual a 2a. Ou seja, dados F; e F,, com Hlﬁzﬂ = 2¢, e um ndmero
a > ¢, dizemos que P é um ponto da elipse £ se somente se:

|ED|| + BB = 2. .1

Definicdo 7.2 Uma hipérbole # de focos F; e F, de eixo transverso medindo 2a <

||F1F>]|| é o lugar geométrico formado pelos pontos do plano cujo médulo da diferenca

das distancias a dois pontos fixos F; e F, é igual a 2a. Ou seja, dados F; e F,, com
s

|FiE2|| = 2¢, e um numero a < ¢, dizemos que P é um ponto da hipérbole A se

somente se:

[P~ |E:PI| = 2. 7.2)

Definicdo 7.3 Uma parabola P de foco F e reta diretriz d é o lugar geométrico for-
mado pelos pontos do plano cujas distdncias ao ponto F e a reta d sdo iguais. Ou seja,
dados F e d, dizemos que P é um ponto da parabola P se somente se:

|EB|| = d(P,d). 7.3)

7.2 ELIPSE
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Conforme descrito na Definicdo [7.I, uma s

elipse

tos cuja soma das distancias a dois pontos fi-
xos, F; e F, é constante.
Nesta secdo estudaremos a equacdo cha-

mada
senta
ano e

& é o lugar geométrico formado por pon-

A 5 0 R \A 71

forma canodnica da elipse, que repre-
uma elipse alinhada com plano cartesi-

centrada em sua origem. Antes, porém,

fixemos a terminologia basica envolvida no es- Figura 7.1: Elipse

tudo de elipses.

7.2.1

Terminologia

Os pontos F; e F, descritos na Definicdo [Z.1] sio denominados focos da elipse. O
segmento F1 F, de comprimento 2c é o segmento focal da elipse e 2¢ ¢ a distancia
focal da elipse.

A reta r contendo F; e F, é denominada reta focal da elipse.

A interseccdo de £ com r consiste de dois pontos A; e A, que sdo os vértices da
elipse sobre a reta focal. O segmento A;A; de comprimento 2a é o chamado eixo
focal da elipse (ou eixo maior da elipse).

O ponto médio O € r do segmento F F, é o centro da elipse;
A reta s perpendicular a  por O é a reta nao focal da elipse.

A intersec¢do de £ com s consiste de dois pontos B; e B, que sdo os vértices da elipse
sobre a reta nao focal. O segmento B1B; é o chamado eixo néo focal da elipse (ou

eixo menor da elipse).
Qualquer segmento cujos extremos estdo sobre £ é denominado corda da elipse;

Chamamos de amplitude focal o comprimento de uma corda que contenha um dos
focos da elipse e que seja perpendicular ao eixo focal desta. Notamos que existem
duas dessas cordas, usualmente denominadas individualmente por lactus rectum.

A menor regido retangular que contém a elipse é chamada retangulo fundamental

da elipse.

A menor coroa circular que contém a elipse é denominada coroa fundamental da
elipse.
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7-2.2 Equacao da Elipse
Comecemos nosso estudo da equacao da elipse observando os dois exemplos abaixo descri-
tos.

Exemplo 7.4 Usando a mesma nota¢do descrita na

Subsecdo [7.2.1] consideremos num sistema de coor-
denadas cartesiano uma elipse de focos F; = (0,0) e
F, = (2,1) e eixo focal medindo 2a = 4.

Tomando P = (x,y) a equacdo (Z.) fica:

\/x2+y2+\/(x—2)2+(y—1)2:4‘

Vamos entdo manipular tal equacido de modo a eli-

minar suas raizes quadradas.
Isolando o termo /(x — 2)2 + (y — 1)2 e elevemos Figura 7.2: Exemplo[7.2.2]
a igualdade resultante ao quadrado de modo a obter:

(F—dx+4) + (P —2x+1) =16 — 8y /22 + 2 + (¥ + 7).

Simplificando e isolando 8+/x2 + 12:

4dx 42y + 11 = 84/ x2 + 2.

Finalmente, elevando ao quadrado e simplificando a expressdo obtida, chegamos a:

48x% + 60y* + 16xy + 88x + 44y + 121 = 0. (7.4)
Essa equacdo quadrética é, entdo, a representacdo cartesiana procurada da elipse £.

Exemplo 7.5 Considere agora, num sistema

de coordenadas cartesiano, F; = (—4,0) e
F, = (4,0) de modo que o eixo focal r fica

alinhado com o eixo Ox e o centro O da elipse

6 % -4 -3 -2 -1
1

fica sobre a origem do sistema de coordenadas.

Estudemos uma elipse de eixo focal medindo
2a = 10. Seja P = (x,y) um ponto qualquer

da elipse €.
Em coordenadas cartesianas, a equacéo —a
(.1 fica: Figura 7.3: Exemplo[7.2.2]

\/(x+4)2+y2+\/(x—4)2+y2:10.
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Tentaremos no que se segue simplificar tal equacdo eliminando as raizes quadradas
manipulando-a algebricamente.

Inicialmente, isolemos a raiz 4/ (x +4:)2 + 12 e elevemos a igualdade obtida ao qua-
drado:

(x—|—4)2—|—y2:100—|— [(x—4)2—|—y2} —-20 (x—4)2—|—y2.

Simplificando tal equacdo chegamos e manipulando-a de modo a isolar o termo 204/ (x — 4:)2 +y?
ficamos com:

100 — 16x = 204/ (x — 4)* + 112,

ou ainda:

5—%x: \V(x —4)* + 12,

Elevando esta igualdade ao quadrado chegamos a:
16, o 2 _ 2
25+25x 8x = x“+16 —8x +y~.
Donde temos:
9 2., .2_
75X +y =9
Finalmente, dividindo-a por 9, segue:
2P
L=, .5
%+ (7.5)
que ¢ a forma candnica da elipse £.
Esses exemplos e os cdlculos neles envolvidos sugerem que toda elipse pode ser repre-
sentada no plano cartesiano por um equacado quadratica da forma:

Ax* +Bxy +Cy* + Dx+Ey+ F =0,

onde A,B,C,D,E e F sdo constantes (que dependem da elipse a ser representada). Tal
suposicdo prova-se de fato verdadeira (deixamos ao leitor interessado sua demonstracao).
No entanto, é visivel que a Equacéo obtida no segundo exemplo é muito mais
simples que a Equacdo (Z.4) obtida no primeiro. Isso ocorre devido a uma melhor escolha,
no Exemplo[7.2.2] do sistema de coordenadas usado.
Encontremos, entdo, a equacao da elipse £ num sistema de coordenadas adequado a £.
Assuma que os focos F; e F, possuem coordenadas (—c,0) e (c,0) respectivamente. To-
mando P = (x,y). Da Equacdo (Z.I) obtemos:

\/(x—c)2+y2+\/(x+c)2+y2:2a
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elogo y/(x +¢)* +y? = 2a— 1/ (x — ¢)* + 2. Elevando ao quadrado ambos os lados dessa

expressdo obtemos:

c2+20x—|—x2—|—y2:4a2—2cx—4a\/cz—2cx—|—x2—|—y2—|—cz—|—x2—|—y2

Simplificando temos que

a\/cz—2cx—|—x2—|—y2:a2—cx

Elevando novamente ao quadrando ambos os lados da equacao obtemos

a® (2 —2cx +x* +y?) — (a4 — 2a%cx + c2x2> =0
PR 2P+ P — PP = 0
(P P) = (2 — ) Pt 2

Substituindo b* = (a* — ¢?) temos
a*b* = b*x® + a2

Dividindo ambos os lados por a?b* chegamos finalmente a equacéo

Chegamos assim a seguinte proposi¢ao:

Proposicdo 7.6 Uma elipse £ de focos F; = (c,0) e F, = (—c,0) e eixo maior medindo

2a tem equagdo

x2 y2
2TE=L (7.6)

onde b é tal que a*> = b? + %
Tal equagdo € usualmente conhecida como a forma candnica da elipse (ou equagdo

reduzida da elipse).
Os nuimeros a, b e ¢ sdo conhecidos como pardmetros geométricos da elipse.

Observacdo 7.7 Se na dedugdo da equagdo da elipse tivéssemos adotado o sistema de coorde-

nadas com os focos sobre o eixo y e a origem entre os focos, isto € o sistema com o eixo maior
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A1Aj de comprimento 2a sobre o eixo y e o eixo menor B1B, de comprimento 2b sobre o eixo

x, teriamos, no final, a equagdo:

2 2
x__}_y_:l,
b2 a2

Observacdo 7.8 Para uma elipse de equagdo:

2 2
2ov

com a > b, € fdcil ver que:

m O retdngulo fundamental da elipse ¢ a regido retangular R = {(x,y) € E%x €
[—a,a],y € [-Db,b]}.

B A coroa fundamental da elipse € a regido C = {(x,y) € E?;b?> < x> +y? < a*}.

7-2.3 Esbogo da Elipse

Considere uma elipse £ de equacao:

coma,b > 0.

Observe inicialmente que, se um ponto P = (x,y) esta na elipse £, também a ela per-
tencem os pontos P’ = (—x,y), P’ = (x,—y) e P’ = (—x, —y). Desse modo, basta para
esbocarmos £ basta estudarmos a elipse no primeiro quadrante do sistema de coordenadas
e refletirmos tal esbogo ao longo dos eixos Ox e Oy (que sdo eixos de simetria da elipse).

Além disso, isolando-se o parametro y da equacdo de £ obtemos:

Y= igx/az—xz,

donde observamos que para esbocarmos £ no primeiro quadrante basta estudarmos o gra-
fico da funcéo:

f:[0,a] — R

b
X — =V a2 — x2.
a

Observacédo 7.9 Note que para x > a, temos (a*> — x?) < 0 e, portanto, f ndo fica bem
definida.
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Como f(0) = b e f(a) = 0 temos que dois dos vértices da elipse tém coordenadas (0, b)
e (a,0).
Além disso, temos que f é decrescente, ja que, para xo, x1 € [0, 4|, temos:

X< X = x5 <X = at x5 >a -1}
b b
= - a2—x§>5 a? — x3 <= f(x0) > f(x1).

O uso de célculo diferencial nos permite concluir que o gréfico de f é concavo, isto € fixos
dois pontos Py e P; quaisquer sobre o gréfico de f, temos que o grafico de f fica acima do
segmento PyP;.

Ay 1)

B,

Figura 7.4: Esboco da Elipse

A concavidade do grafico de f decorre do fato de que a segunda derivada de f é dada
por:
W ab
fia) =~ (@ — x2)372’

que € negativa para todo x € (0,a).
Observacdo 7.10 Uma elipse pode ser facilmente desenhada com o auxilio de um barbante de
comprimento 2a. Basta para isso fixarmos as extremidades do barbante nos focos e tragarmos

uma curva com o ldpis apoiado (porém ndo preso) no barbante de modo a manter este sempre
esticado.
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7-2.4 Exemplos

Exemplo 7.11 Determine a equagdo da elipse de focos (3,0) e (—3,0) e vértices (0,4) e

(0, —4).

Solucao: Primeiramente notamos que temos uma elipse de focos no eixo Ox (pois a se-
gunda coordenada dos focos é 0). Entdo, usando a mesma notacdo da Proposicéo [Z.6]
temos c = 3 e b = 4, e, como a°> = b? + c?, segue que a = 5. Desse modo a equacio
procurada é:

2 2

Xy

25 16
que é uma elipse com vértices A; = (5,0), A, = (—5,0), By = (0,4), B, = (0, —4) e focos
F = (3,0)e F, = (~3,0). 0

Exemplo 7.12 Determine a equacdo da elipse de focos (0,4) e (0, —4) e eixo maior me-

dindo 12.

Solucdo: Nesse exemplo temos uma elipse de focos no eixo Oy (pois a primeira coordenada
dos focos é 0). Assim, usando a notagdo da Observacao[Z.15] temos c = 4 e 2a = 12 e, como
a? = b? + 2, segue que b = 21/5. Desse modo a equacio procurada é:

2P
E + % — 1/
que é uma elipse com vértices A; = (0,6), Ay = (0,—6), B = (21/5,0), B, = (—2/5,0) e

focos F; = (0,4) e F, = (0, —4). O
Exemplo 7.13 Seja £ uma elipse de centro na origem e tal que um de seus vértices sobre a

reta focal é (0,5). Sabendo que £ passa pelo ponto (65£, \/5> , determine a equacdo da

elipse.
Solucdo: Nesse exemplo temos novamente uma elipse de focos no eixo Oy (nesse caso
porque nos é informado que o centro da elipse esta na origem e o ponto (0,5) sobre a reta
focal). Assim, usando a notacdo da Observacao temos a = 5. Desse modo a equacao
procurada é do tipo:

2P

sl
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com(0 < b<b.

Usando agora que o ponto <$, \/5> pertence a £ temos que:

(6\/5/5)2 <\/5)2

=1.
T
Resolvento tal equacdo (de incognita b) obtemos b = 3. Logo a equagdo da elipse é:
2 2
LY _q
9 25

7.3 HIPERBOLE

De acordo com a Definicao[7.2, uma hipérbole
‘H é o lugar geométrico formado pelos pontos
do plano cujo médulo da diferenca das distan-
cias a F; e F, é igual a 2a (onde 2a < Hﬁ”)

Desenvolveremos nesta secao a equacao tida

By

como a forma candnica da hipérbole, que o™ . HALE r

descreve uma hipérbole cujos focos estdo em
um dos eixos coordenados simetricamente dis-
postos em retacdo a origem. Assim como fize- By

mos para a elipse, fixemos primeiramente a ter-

minologia basica envolvida no estudo de hipér-

boles. Figura 7.5: Hipérbole

7-3.1  Terminologia

m Os pontos F; e F, descritos na Definicdo [7.2 sio denominados focos da hipérbole.
O segmento Fi1F, de comprimento 2c¢ é o segmento focal da hipérbole e 2¢ é a
distancia focal da hipérbole.

B Aretar contendo F; e F, é denominada reta focal da hipérbole.

B A interseccdo de H com r consiste de dois pontos A; e A, que sdo os vértices da
hipérbole sobre a reta focal. O segmento A;A; de comprimento 22 é o chamado
eixo transverso da hipérbole.
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B O ponto médio O € r do segmento F, F, é o centro da hipérbole;

B O segmento BiB, de comprimento 2b (onde ¢* = a® 4 b?), cujos extremos B; e B,
estdo simetricamente localizados em relacdo ao centro O da hipérbole sobre a reta s
perpendicular a r por O, é denominado eixo conjugado da hipérbole;

B Os numeros 4,b e ¢ sdo conhecidos como parametros geométricos da hipérbole.

B As retas r— e ry pelo centro O de inclinacdo —b/a e b/a respectivamente sdo as
assintotas da hipérbole (ver Subsec¢éo[7.3.3);

B Qualquer segmento cujos extremos estdo sobre H é denominado corda da hipér-
bole;

B Chamamos de amplitude focal da hipérbole o comprimento de uma corda que con-
tenha um dos focos da hipérbole e que seja perpendicular a reta focal desta.

® O retangulo fundamental da hipérbole ¢é a regio retangular R = {(x,y) € E%x €
[—a,a],y € [-D,b]}.

B Uma hipérbole é dita equilatera quando os parametros geométricos a e b dessa hi-
pérbole sdo iguais.

7-3.2 Equacao da Hipérbole

Escrevendo a equacdo (Z.2), apresentada na Defini¢do [Z.2] e manipulando-a algébrica-
mente de modo analogo ao que fizemos para a elipse chegamos ao seguinte resultado:

Proposicdo 7.14 Uma hipérbole H de focos F; = (¢,0) e F, = (—c,0) e eixo transverso
medindo 2a tem equagdo

x2 2

vy _
a_z_b_z_l' (7.7)

onde b é tal que c® = a* + b~
Tal equagdo é usualmente conhecida como a forma canénica da hipérbole (ou equa-
¢do reduzida da hipérbole).

Observacdo 7.15 Se na dedugdo da equagdo da hipérbole tivéssemos partido de focos locali-
zados sobre o eixo Oy (ou seja F; = (0,¢) e F, = (0, —c)), teriamos chegado a equagdo:
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7-3-3 Assintotas

Definicdo 7.16 Uma reta r de equagdo y = mx + n é dita ser uma assintota de uma
dada funcéo f : (a,+) — R em +oo (2 € R) se a distancia entre o gréfico de f a
reta r tende a zero quando x vai para infinito, isto € se:

lim d(P,r) =0, (7.8)

X——+00

onde P = (x, f(x)). Analogamente podemos definir assintota de f em —oo.
A proposicado abaixo mostra que hipérboles admitem duas assintotas.

Proposicdo 7.17 As retas ry e r_ de equagdes

T_A,_:y:ax e r_:y:—ax

sdo assintotas da hipérbole H de equagdo

x2 yZ
EE -

Demonstracdo: De fato, para uma tal hipérbole #, temos que P = (x,y) € H se e so-

mente se b2x? — a?y? = a?b?. Entdo temos:

_|bx — ax|

d(P,T’+) = \/m
_|bx —ay| |bx + ay|

Vbt a2 [bx + ay|

a2 1
Vb2 +a2  |bx +ay|
a?b? 1

TVt [bx fay

Assim sendo, temos que

li d(P, =0.
(x,y)—irinoo,ioo) (P,r+)

Analogamente, temos também que

lim d(P,r_) =0.
(x,y)—(F00,F00)
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Observacao 7.18 Rigorosamente, 1. e r_ sdo assintotas, no sentido da Defini¢do da
fungdo

x2
fr(x) =by/ = -1
a
em +o0 e —oo, respectivamente; e da fung@o
2
X
f-(x)=0b 2 1

em —oo e 400, respectivamente. Fungoes essas obtidas da equagdo de H isolando-se o parame-
tro y.

7-3-4 Esbogo da Hipérbole

Seja uma Hipérbole H de equacdo:
2 2

Z Rt
coma,b > 0.

Como na elipse observamos que, se um ponto P = (x,y) estd na hipérbole #, também
a ela pertencem os pontos P’ = (—x,y), P’ = (x,—y) e P/ = (—x, —y). Assim sendo, a
hipérbole H é simétrica em relagdo aos eixos Ox e Oy.

Além disso, isolando-se o parametro y da equacdo de ‘H obtemos:

y= :I:Z \/m.
Estudemos entdo o grafico da funcéo:
f:la,+0) — R
N
Observagéo 7.19 Observe que, no caso a hipérbole, para x € [0,a), temos (x> —a*) < O e,
portanto, f ndo fica bem definida.

Note agora que f(a) = 0 nos d4 o vértice A; = (a,0) da hipérbole. Além disso, temos
que f é crescente, ja que, para xp, x; € [4, +00), temos:

Xg < X = X5 < X3 = 1§ —a* < xF —a’

— Z\/x%—az < Z\/x%—az < f(x0) < f(x1).
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Célculo diferencial nos permite concluir que o gréfico de f também é céncavo no caso da

hipérbole.

A concavidade do grafico de f decorre do fato de que a segunda derivada de f é dada
por:

1" ab
fl(x) = T2y

que é negativa para todo x € [a, +0).

Finalmente, sabemos que f(x) tem a reta 7, : y = —x como assintota e é tal que f(x) <
a

b . o

—x para todo x € [a, +00). Desse modo sabemos que f(x) se aproxima assintoticamente de
a

1+, por baixo dessa reta, quando x tende a +oo.

7-3-5 Exemplos
Exemplo 7.20 Uma hipérbole H tem vértices nos pontos (0,4) e (0, —4), e um foco no

ponto (—5,0). Obtenha a equagdo da hipérbole e de suas assintotas.
Soluc#o: E facil perceber que # é uma hipérbole com centro na origem e focos no eixo Oy.
Assim sua equacao é do tipo:
v_ox_
a2 b2 ’

2 — 42 4 b2 e 2¢ a distancia focal.

com ¢

Como H tem vértices (0,4) e (0, —4) segue que a = 4. Como um dos focos de H é (—5,0)
segue que ¢ = 5. Logo, a partir da igualdade ¢> = a? + b?, obtemos b = 3. Assim a equacéo
de H é:

2 2

y _x
16 9
As assintotas de H sdory : x = (b/a)yer_ : x = —(b/a)y, ou seja:

@)y e

O

Exemplo 7.21 Uma hipérbole H tem os focos num dos eixos coordenados e centro na
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origem. Sabendo que uma das assintotas de 7 é areta 3x —2y = O e que P = (4v/2,6) € H,
determine a equacao de H.
Solucao:

B Focos no eixo Ox:

2 2

Seja Z_Z — % = 1 a equacdo da hipérbole procurada. Como a reta 3x — 2y = 0, que ¢

, - 3, ,
a também a reta de equagdo y = Ex, € uma das assintotas obtemos:

7

b_3
a 2

ouse'ab—éa
.] _2 .

Usando que P € H obtemos:

Usando que b = %a e simplificando algebricamente a igualdade chegamos entdo a:

16

. 3 ~
Donde 4> = 16, ou seja a = 4. Usando novamente que b = Ea obtemos entdo b = 6.
Logo chegamos a equacao:

Y
7t 16 36 1
® Focos no eixo Oy:
T
Seja agora Pl 1 a equacdo da hipérbole procurada. Como a reta 3x — 2y = 0,

, , ~ 2, ,
que é a também a reta de equagdo x = 53/’ € uma das assintotas obtemos:

b_2
a 3
2
jab= -a.

ou seja 37

Usando que P € H obtemos:
6> (4v2)* _
2 e b
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Usando que b = %a e simplificando a equac@o chegamos a:

Como a* > 0 observamos que nio existe a tal que a igualdade acima seja satisfeita, ou
seja, ndo existe hipérbole com focos no eixo Oy contendo P e com assintota 3x — 2y =
0.

Conclusao: A unica hipérbole cuja equacao resolve o problema é:

2 2
7

‘16 36

Exemplo 7.22 Encontre o centro, os focos e vértices da hipérbole de equagéo:
9x* — 4y* — 18x — 8y — 31 = 0.

Solucao: Tentaremos aqui manipular a equacdo dada de forma a obter uma equacgédo da

forma:
(c—x0)? _ —w) _,
a2 B b2 -
que representa uma hipérbole de centro C = (xo,yp), focos F; = (xo+c,y0) € F» =

(x0 — ¢, o), onde c? = a® + b2, e vértices V; = (xo +a,y0) e V1 = (xo — a, o).
Comecemos completando quadrados escrevendo:

(9x* —18x +9) — (4y* + 8y +4) —9+4—31 =0.
Donde temos:
9(x —1)% —4(y + 1)> = 36.

E, finalmente:

(=17 (1

4 9 '
Tal equacdo representa uma hipérbole de centro C = (1,—1) de pardmetros a = 2,
b =4 e c = 2v/5. Logo temos focos F; = (1+ 24/5, -1)ekh =(1- 24/5, —1) e vértices
Vi=(3,-1)eV;=(-1-1). O
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7.4 PARABOLA

Conforme descrito na Definicdo [Z.3] uma pa-
réabola P de foco F e reta diretriz d é o lugar
geomeétrico formado pelos pontos do plano cu-
jas distancias a F e d sdo iguais.

Nesta secao estudaremos func¢des quadrati-

cas de uma variavel, cujos graficos represen- L

tam pardbolas com retas diretrizes paralelas

aos eixos coordenados. Em particular veremos ) F é

a chamada forma candnica da parabola que - = o

¢ a equacdo que representa uma parabola com
vértice na origem, foco sobre um dos eixos co- . ,
. . Figura 7.6: Parabola
ordenados e reta diretriz paralela ao outro eixo

coordenado.

7-4.1  Terminologia

®m O ponto F descrito na Defini¢do[7.3]é denominado foco da parabola.

A reta d, também descrita na Definicdo [7.3]é denominada diretriz da parabola.

A distancia 2p entre o foco F e a reta diretriz d da parabola ¢ chamada parametro
da parabola.

O ponto V de interseccdo da perpendicular a d por F com a pardbola é o vértice da
parabola;

A reta perpendicular a d por F € o eixo de simetria da parabola.
Qualquer segmento cujos extremos estdo sobre P é denominado corda da parabola;

Tomando A e B os extremos da corda que contém F e é paralela a diretriz d, obtemos
o triangulo AVAB denominado tridangulo fundamental da parabola.

7-4.2 Equacao da Parabola

Para uma pardbola com diretriz paralela ao eixo Ox e vértice na origem do sistema de

coordenadas vale o seguinte resultado:
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Proposicao 7.23 Uma pardbola P de foco F = (0, p) ereta diretrizd : y = —p (p # 0)
tem equagdo

— 1 2
y = (E) X-. (7.9)

Tal equagdo é usualmente conhecida como a forma canénica da pardbola (ou equa-
¢do reduzida da pardbola).

Demonstracdo: Seja P = (x,y) um ponto da pardbola. A partir da equagao Hﬁ’H =
d(P,d) obtemos:

VE+y—pP=y+p

Elevando ambos os lados ao quadrado obtemos:
X+ y? = 2py + p* = y* +2py + p*.

Simplificando e isolando y chegamos entdo a:
_ (L)
I (419) o

Observacdo 7.24 Para uma pardbola de foco F = (p,0) e reta diretriz vertical d : x = —p

O

uma demonstragdo andloga nos levaria a equagdo:

1
x = <@> v, (7.10)

a qual também é conhecida como forma canénica da pardbola.

No caso particular da pardbola, porém, é importante destacar sua descricdo como grafico
de funcodes quadraticas de uma variavel real.

Definicdo 7.25 Uma funcdo f : R — R € dita quadratica quando existem 4, b, c reais
com a # 0, tais que f(x) = ax? + bx + ¢ para todo x € R.

Sobre funcoes quadraticas vale o seguinte resultado:
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Proposi¢do 7.26 O grdfico da fungdo quadrdtica f(x) = ax? + bx + ¢ é uma pardbola

com:

B foco:
b A—1
F = 7 7
( 2a 4a >
B diretriz:
A+1
d:y=— ,
Y 4q
B vértice:

onde A = b? — 4ac.

Observacdo 7.27 O grdfico de uma fungdo f : R — R € o lugar geométrico dado pela
equagdo y = f(x). Logo, pela Proposicdo[7.26] y = ax? + bx + ¢ é a equacdo de uma pardbola

com diretriz paralela ao eixo Ox.
E andloga a demonstracdo da proposicdo acima o fato de que x = ay? + by + ¢ € equagdo

de uma pardbola com:

B foco:
A—1 b
F - - 7T AL 7
< 4a 2a>
m diretriz:
A+1
d:x=— ,
X 4a

B vértice:

A b
V= (‘@"5)'

onde A = b? — 4ac.

Observacio 7.28 E importante notar que as funcdes f(x) = ax®> +bx +ce g(x) = a'x* +
b'x+c, com (a,b,c) = A(d',V,c") para algum A # 0, tém mesmas raizes, ou seja f(x) =0
se e somente se g(x) = 0, no entanto seus grdficos sdo distintos e, portanto, representam

pardbolas diferentes.
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A Proposic¢éo segue imediatamente dos Lemas[7.29)e[7.30] abaixo demonstrados.

Lema 7.29 O grdfico de uma fungdo quadrdtica f(x) = a(x — m)? + k é uma pardbola com:

B foco:
1
F= <m,k+ E) ,
B diretriz:
1

m vértice V = (m, k).

Demonstracdo: Seja P = (x,y) um ponto qualquer do grafico de f (de modo que y =
a(x —m)?+k). Tome F = (m,k+ %) ed:y=k— %. Mostremos que ||1-T1>’H =d(P,d)

(ver Definicéo [7.3).
Por um lado temos:

FP = (x—m,a(x—m)z—i>.

4q

Donde segue:

2
”ﬁH = \/(X—M)2+a2(x—m)4_zg(x_m)zl+ < 1>

4a 4a
1 1)°
— o a2(x — m)4 —m)?
a?(x —m)* 4+ 2a(x — m) 4a+<4a>

(i)

a(x—m)2+%‘.

Por outro lado:

d(P,d) = a(x —m)?+ —|.

4q

a(x —m)* +k— <k—%>‘:

Logo, vale Hﬁ” =d(P,d).
Como o vértice da pardbola é o ponto médio do menor segmento que liga F a d é facil
ver que V = (m, k). O
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Lema 7.30 Vale a igualdade:

) ( b>2 <b2—4mj
ax“+bx+c=alx+—)| — .
2a 4a

Essa forma de escrever a fungdo quadrdtica é conhecida como forma canénica do trinémio

de segundo grau.

Demonstracao: De fato:

ax2+bx+c:a<x2+§x+§>

2
Completando quadrado de modo a obter (x + %) temos:

a x2+9x+E =a x2+2£x+ﬁ—ﬁg
a al 2a 4a2 4424
x+£ 2_b2—4ac
2a 442
_, x—i—k 2_ b% — 4dac
- 2a 4q '

Observacdo 7.31 Vale a reciproca da Proposicdo ou seja, fixos m,n,p € R (n # p)
tais que F = (m,n) e d : y = p sdo respectivamente foco e diretriz de uma pardbola entdo

0

existem a,b, c € R tais que a pardbola é grdfico da fungdo f(x) = ax® + bx + c.
Deixamos ao leitor interessado verificar que vale tal afirmagdo para:

2
a:# A m

2(n—p) n—p

B ]

7-4.3 Esbogo da Parabola

O esbogo da pardbola de equagio y = ax? + bx + ¢ (ou gréfico de f(x) = ax?> + bx +¢)
pode ser facilmente estudado a partir da forma canénica do trindmio (Lema[7.30):

b\*> (b —dac
_ .2 _ i
f(x) =ax +bx+c-a<x+2a> ( 1 >

Fixemos, para estudo, 2 > 0. Facilmente observamos que f tem seu minimo no ponto

onde <x + %) = 0, ou seja quando x = —%.
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Figura 7.7: Pardbola

(s b
Além disso, para 2 < x1 < xp temos que:

b\? b\?
<X1+Z> < <x2+z> ,
) , b
donde segue que f(x;) < f(x2), ou seja f é crescente em —Z,—i—oo . Analogamente

, b
vemos que f é decrescente em | —oo, 57|
a

Um pouco de célculo diferencial nos permite concluir que, para a > 0, o grafico de f é
convexo, isto é fixos dois pontos Py e P; quaisquer sobre o gréfico de f, temos que o grafico
de f fica abaixo do segmento PyP;.

A convexidade do gréfico de f decorre do fato de que a segunda derivada de f é dada

por:

f'(x) =a>0.

Finalmente, se A = b? — 4ac > 0, podemos obter as raizes de f facilmente igualando
a forma canénica do trinémio e isolando o pardmetro x, obtendo assim a Formula de
Bhaskara:

v —b+ /b2 —4ac

2a
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b
Observacéo 7.32 Sea < 0, f(x) = ax?+ bx + ¢ tem seu mdximo em x = ~5p é decrescente

b b A :
em | — 2—, +o0o | ecrescenteem | —oo, —2— , tem graﬁco concavo e tem suas raizes dada pela
a a

(mesma) Formula de Bhaskara (quando A > 0).

7-4-4 Exemplos
Exemplo 7.33 Determine a equagdo da pardbola de foco F = (1,2) e reta diretrizr : y = 4.

Solucdo: Seja P = (x,y) um ponto da pardbola. A equacdo Hﬁ” = d(p,r) em coordenadas
fica:

=12+ (y-22=y-4|
Elevando essa igualdade ao quadrado obtemos:
(2 —2x+1)+ (y* —dy +4) = > — 8y + 16.
Isolando entdo o parametro y chegamos a:
1\ 1 11
= <‘1>" " <5)"+ <Z)'

O

Exemplo 7.34 Consider uma parabola P com vértice na origem e com o eixo Ox como reta

focal. Suponha que o ponto (3, —6) pertenca a P. Determine a equagdo de P, seu foco F e
reta diretriz d.
Solucdo: Sabemos que P € uma pardbola de pardmetro 2p com equagdo da forma:

_ 1 2
x‘*(@)y‘

Como a primeira coordenada do ponto (3, —6) € positiva temos:

RV O
P.x—+<4p>y.

Substituindo as coordenadas do ponto (3, —6) na equacdo acima chegamos a p = 3.

e (LY,
P.x—<12>y.

Logo temos:
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Tal pardbola tem, assim, foco F = (3,0) e reta diretrizd : x = —3. O

Exemplo 7.35 Considere a funcfio quadrdtica f(x) = x?> — 6x + 8. Escreva f na forma

quadratica canodnica e a partir de tal determine suas raizes. Determine as coordenadas do
vértice, foco e a equacdo da reta diretriz da pardbola que é gréfico de f.

Solugio: Completando quadrado obtemos f(x) = (x> —6x+9) —1 = (x —3)? — 1 que é
a forma canonica de f.

Igualando a forma canonica a zero chegamos a:
(x—3)? =1.

Donde temos x —3 = £1 ou ainda x = 3+ 1. Logo x = 2 e x = 4 sdo as raizes de f.

O vértice da pardbola que é grafico de f, ocorre no ponto onde f é minimo, ou seja em
x = 3. Logo as coordenadas do vértice sdo (3, —1).

Claramente o eixo de simetria da pardbola em questdo ¢ paralelo ao eixo Oy. Suponha-
mos entdo que o foco da pardbola tenha coordenadas F = (3,—1 + ¢) e a diretriz tenha
equagdo d : y = —1 — c (Note que o vértice da pardbola dista o mesmo do foco e da diretriz
da pardbola).

Considere um ponto P qualquer da paradbola diferente do vértice. Tome por exemplo
P = (0,8). Devemos ter Hﬁ” =d(P,d).

Por um lado, temos entdo FP = (—3,9 —¢) e:

IEB|| = /94 (9 - c)2.
Por outro lado:
d(P,d)=8—(-1-c¢)=9+c.
Deve valer entdo:
9+(9—c)?2=(9+4c)

Donde temos ¢ = (1/4).
Logo F = (3,-3/4)ed:y = —5/4. O

7-5 * EXCENTRICIDADE
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Proposicio 7.36 Sejam 7 > 0, 7 # 1 e F = (c,0). Tome r a reta de equagdo x = c/n?
(logo paralela ao eixo Oy).
Entdo, se P = (x,y) satisfaz a igualdade

FP = nd(P,r), (7.11)
temos que:

B se 0 < 75 <1, entdo P pertence a elipse de equagdo

onde a = c/n e b tal que a*> = b> + 2.

B sen > 1, entdo P pertence a hipérbole de equagdo

ondea = c/n eb tal que ¢? = a* + b.

Demonstracdo: Escrevendo a equagdo (Z.11) em coordenadas cartesianas temos:

e )

Elevando essa equacdo ao quadrado e manipulando algebricamente o resultado facilmente
chegamos na igualdade:

21— +y* = <l2—1>.
n
. ~ o (1
Dividindo tal equacdo por ¢ F — 1 ) obtemos:

2 2
v oY — 1.

2 /n2
)

1
Entdo, para 0 < 57 < 1, observamos que c? <—2 - 1> > 0. Tomando entfo a> = ¢? /5% e

b? = 2 <% — 1) (de modo que 4% = b? + ¢?) temos:
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1 1
Caso 17 > 1 temos que c? <—2 — 1> < 0. Tomando a*> = ¢?/n? e b?> = —? <—2 — 1> (de
n n

modo que ¢? = a® + b?) segue:

Xy
2w
U
Proposicdo 7.37 Sejam 7 =1e F = (¢,0). Tome r a reta de equagdo x = —c.
Entdo, se P = (x,y) satisfaz a igualdade
ﬁ’ nd(P,r), (7.12)

temos que:

y? = 4ex.

Demonstracao: Escrevendo a equagdo (Z.12) em coordenadas cartesianas temos:
(x—c)?+12 = (c+3).

Elevando essa equacdo ao quadrado e manipulando algebricamente o resultado facilmente
obtemos:

y? = 4ex.
0

Observacdo 7.38 Aretar e o ponto F desctritos nas proposi¢ées[7.36le[7.371sdo denominados
respectivamente reta diretriz e foco da conica em questdo.

O pardametro 1, que aparece em ambas as proposi¢des, € denominado excentricidade da
conica.

Observacdo 7.39 E facil mostrar que as reciprocas das proposicbes acima sdo vdlidas, ou
seja:

m Se P = (x,y) é um ponto da elipse de equagdo:

2y
_+ﬁ 1,

entdo, tomando ¢ > 0 tal que a*> = b*>+c% = c/a (note0 <y < 1), F = (c,0) e
r:x = c/n? temos que P satisfaz a equagdo (Z.11).
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m Se P = (x,y) é um ponto da hipérbole de equagdo:

entdo, tomando ¢ > 0 tal que ¢ = a®> +b% y = c/a (notey > 1), F = (c,0) e
r: x = c¢/n? temos que P satisfaz a equagdo (Z.11).

m Se P = (x,y) é um ponto da pardbola de equagdo:
y? = 4cx,

entdo, tomando n = 1, F = (c,0) e r : x = —c temos que P satisfaz a equagdo (Z.12)
(que é a mesma que a equagdo (Z.11)).

Excentricidade e a forma de uma conica

A excentricidade 77 de uma cénica € usualmente usada para estudar o formato das conicas.

No caso da elipse, quanto mais 7 for préximo a 0 maior a “semelhanca” da elipse com
um circulo. De fato, dividindo a> = b? + ¢? por a?, terfamos que (b/a)?> = 1 — ;2. Logo
para 1 pequeno (b/a) estaria préximo de 1. Assim sendo, a e b seriam aproximadamente
iguais. Tomando b = a terfamos entfo a equagéo do circulo: x> + y? = 4.

Para n7 < 1 préximo de 1 teriamos por outro lado que (b/a) seria préximo de 0, ou seja,
b seria muito menor que 4, o que nos levaria a uma elipse bem alongada ao longo do eixo
Ox.

Na hipérbole, por sua vez, se > 0 estiver perto de 1 teremos (b/a) préximo de 0, pois
dividindo ¢* = a® + b2 por a* obtemos 1> = 1+ (b/a)?. Isso implica que as assintotas
da hipérbole tem inclinacdo préxima a 0, ou seja, a medida que # fica mais perto de 1 as
hipérboles ficam mais préximas do eixo Ox.

Por outro lado, a medida que 7 tende a +oo temos que (b/a) também tende a +oo,
ou seja, a inclinacdo das assintotas da hipérbole crescem de modo que as hipérboles se
aproximam do eixo Oy.

Em geometria, dizemos que duas figuras sdo semelhantes se pode-se obter uma a partir
da outra pela composicdo de isometrias (translacdo, rotacdo, reflexdo) e homotetias (fixos
centro O e razdo k, uma homotetia leva P em P’ pela relagdo OP’ = k@).

Sobre a semelhanca das conicas valem o seguinte resultado:

Proposicdo 7.40 Se duas conicas tém mesma excentricidade entdo elas sdo semelhantes,
em particular todas as pardbolas sdo semelhantes entre si.
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Demonstracdo: Consideraremos apenas as conicas cujas equagdes estdo na sua forma
canonica (pois, como veremos no capitulo ??, todas as conicas podem ser transformadas
na forma canénica por rotacdes e translacoes).

Considere duas elipses € e £’ de equacoes:

2 2
y _
& 2t 1,
R
" a2 p2
Se ambas tém mesma excentricidade temos que (b/a) = (b'/a’), donde segue que

(a/a") = (b/V') = k. Tome entdo a homotetia i com centro na origem e razdo k, ou
seja tal que h(x,y) = (kx, ky). Entdo, afirmamos que se P = (x,y) estd em &, h(P) estd em
&', De fato, se P satisfaz:

2 2
U
St =1
temos que
(kx)2  (ky)2 a2 b2 2 P
a’? + b2 a2 + V22~ 22 + 2 L

A semelhanca de hipérboles de mesma excentricidade segue de modo andlogo.

No caso de duas pardbolas P : y = ax> e P’ : y = a’x?, tome k = (a/a’). Daise P = (x,y)
estd em P temos que vale y = ax?. Por outro lado tomando a homotetia h(x,y) = (kx, ky)
temos:

7.0 x CONSTRUCOES DE DANDELIN

Elipse

Dado um cone com angulo de abertura 2ua e
um plano 7t que intersepta o cone e faz um
angulo superior a « com o eixo do cone temos
na interseccéio uma elipse. E possfvel encontrar
duas esferas S e S, que tangenciam o plano 7t




e o cone internamente (ver Figura[Z.8)). Tais es-
feras sdo conhecidas como esferas de Dandelin
da elipse.

Mostremos usando as esferas de Dandelin
que a soma das distancias de um ponto X da
elipse aos focos F; e F, é constante, isto é:

— —
|F X[ + |2 X]| =k,

onde k é um numero real fixado (obviamente
maior que a distancia focal da elipse).
Suponha que S; e S, tangenciam o cone nos
circulos C; e C; respectivamente. Seja X um
ponto qualque da elipse. A reta &% que passa
por X e pelo vértice O do cone intersepta C; e
C, em pontos H; e Hj respectivamente.
Observe que a soma | XHj || + || XHz|| independe do ponto X da elipse, medindo sempre
|| H1 Ha||.

Parabola

Mostraremos no que se segue que a curva (parabola)
formada pela interseccdo de um cone de dngulo de
abertura 2ua e vértice O com plano 7t que faz um an- k
gulo & com o eixo do cone, obedece de fato a equa-

cao:

__>
IEX| = nd(X,r), ‘

com # = 1, onde F é o foco da pardbola, r a sua
diretriz e X um ponto qualquer da conica.
Considere a esfera simultaneamente tangente in-
terna ao cone e tangente ao plano 1. Seja v o plano
que contém os pontos de tangéncia da esfera com o ¢

cone. Afirmamos que o ponto de tangéncia da esfera %
com o plano 7 é o foco da parabola e que a reta r
obtida pela interseccdo de 7t e 7y é a reta diretriz da
pardbola.

Seja X um ponto qualquer da pardbola. Seja C a

Figura 7.9: Pardbola: Foco e Dire-

interseccdo da reta OX (uma geratriz no cone) com -
riz
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7. Considere B a projecdo ortogonal de X em y e D o ponto na diretriz » = 71 N 7 tal que o
triangulo AXBD se encontre num plano ortogonal a 7t. Afirmamos que qualquer que seja
X, ponto da pardbola, os tridngulos AXBC e AXBD sdo congruentes.

Observacdo 7.41 Cuidado ndo confundir sua intuicdo com a Figura que é apenas uma
projecdo no plano de uma figura tridimensional. O tridngulo AXBC estd ndo é coplanar ao
plano da figura no papel (ele “entra no papel”).

A congruéncia dos tridngulos segue do fato de que os angulos «, 8, 6 e ® sdo todos
congruentes (por qué?), XBC = XBD = g e XB ¢ um lado comum a ambos os tridngulos
(Congruéncia ‘ALA”).

Observe assim que HQH = HﬁH Mas HﬁH =d(X,r) e HQH = H}‘(?H, onde F é o
foco da parabola (pois XC e XF sdo tangentes a esfera em C e F). Logo:

__>
IEX]] = nd(X,7),
comyny = 1.

Exercicios

Ex. 6.1 — Provemos que a curva (elipse) formada pela interseccdo de um cone de dngulo
de abertura 2« com plano 7 que faz um angulo 6 > « com o eixo do cone, obedece a
equacao:
—
[EX]| = nd(X, 1),
com #77 < 1, onde F é o foco da elipse e r a sua diretriz.
Considere, como fizemos para a parabola, a esfera simultaneamente tangente interna ao

cone e tangente ao plano 7t (esfera de Dandelin).

a) Encontre o foco F e a diretriz r da elipse do mesmo modo que fizemos para a para-
bola;

b) Considere X e X’ dois pontos da elipse. Encontre os pontos B, C e D da mesma
forma que fizemos para a pardbola. Encontre B, C' e D’ a partir de X’ de forma
semelhante.

c¢) Mostre que os seguintes tridngulos sdo semelhantes:

AXBD ~ AX'B'D’
AXBC ~ AX'B'C’
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d) Mostre que:

o
IXCIl _ IX'C’)

IXD|| XD

onde 1 €é uma constante real;
e) Conclua que vale:
_%
IEX| = nd(X, 1),

comy < 1.

Ex. 6.2 — Mostre que a curva (hipérbole) formada pela interseccdo de um cone de dngulo
de abertura 2x¢ com plano 71 que faz um angulo 6 < & com o eixo do cone, obedece a
equacao:

H
[EX]| = nd(X, 1),

com 1 > 1, onde F € o foco da hipérbole e r a sua diretriz.

Ex. 6.3 — Mostre usando as esferas de Dandelin que os pontos X da hipérbole satisfazem
a equacao:

— —
|FX|| — [[RX]| =k

onde F; e F, sdo os focos da hipérbole e k uma constante real.

7.7 X% CONICAS EM COORDENADAS POLARES

Considere a conica de equacéo ||IS>(H = nd(X,1),.
vy A Consideremos agora coordenadas polares com a ori-
gem O localizada em F e com o eixo polar perpendi-
cular a diretriz | da conica.

Suponha que a distancia entre a diretriz [ e o foco
F é uma dada constante p e que a conica esta loca-
lizada, em relacdo a [, no mesmo lado de F, como
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na Figura [Z.10l E fécil ver que no sistema de co-
=3

ordenadas acima descrito |FX| = r e d(X,]) =

(p —rcosf), donde temos:

r=1n(p—rcosh).

Isolando r segue que:

r— np
1+17ncos®
Suponha agora que que a coOnica estd localizada,
em relacdo a [, no lado oposto a F, como na Fi- yA
H
gura[Z.11]l A equacdo ||FX| = nd(X,1), torna-se en-
téo:
r=1n(rcos® —p). |
0 Ay
Donde segue: . X
_ np
ncosfh —1°

Observe no entanto que, como r é positivo, para Figura 7.11: Cénica: coordenadas
que a equacdo acima represente um lugar geomé- polares
trico ndo vazio devemos ter 7 > 1, ou seja, a conica deve ser uma hipérbole.

Temos entéo:

Teorema 7.42 Considere uma cénica com excentricidade 7, foco F na origem e com uma
diretriz | distando p de F e perpendicular ao eixo polar Ox. Se 0 < y < 1, a cénica é uma
elipse (1 € (0,1)) ou uma pardbola (3 = 1), e todo ponto da curva estd localizado no
mesmo semi-plano em relagcdo a I que F. Nesse caso a conica tem equagdo:

_ mp
"= ncosh+1 713

Se 1 > 1, a curva é uma hipérbole com ramos em ambos os lados de . O ramo a esquerda
de | satisfaz a Equagdo[Z.13le o ramo a direita de | satisfaz:

_ np
r = 7}7 sl 1" (7.14)
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7.8 % CONICAS E A TRAJETORIA DOS PLANETAS

Nesta secdo mostraremos, a partir das leis de Newton, que a trajetoria de planetas sujeitos
apenas a forca gravitacional exercida por um sol é uma conica. Tal trajetéria serd uma
elipse, parabola ou hipérbole dependendo da velocidade inicial do planeta. A prova que
fazemos aqui foi fortemente inspirada na demonstracéo das leis de Kepler apresentada no
livro Calculus - Volume I de Tom Apostol ([[1]).

Assim sendo, suponha um sol e um planeta de massas M e m, respectivamente.

A segunda lei de Newton afirma que a aceleracdo a é proporcional a forg¢a F por:

F = ma. (7.15)

Denotando por r o vetor que liga o sol ao planeta, por u, o versor de r e por v a norma
de r, a lei universal da gravitacdo afirma que a forca exercida pelo sol no planeta obedece:

——uy, (7.16)

onde G € a constante gravitacional.
A partir das equacdes (Z.15) e temos:

GM
a=-———u,. (7.17)
r
Mostremos inicialmente que a trajetéria do planeta esta contida no plano perpendicular

aos vetores posicao r e velocidade v. Observe, para isso, que o vetor r X v é constante:

i(r><v)——r><v—i—r><d—v—v><v—i—r><a—r><a—0
dt Cdt dt - -

Denotemos r X v por c.

Comor-c =r-rx v =_0segue que o vetor posicao é sempre perpendicular a c, logo a
trajetoria é de fato plana. Observe que se ¢ = 0 temos que r e v sdo paralelos e a trajetoria
serd uma reta (conica degenerada). Suponhamos no que se segue que ¢ # 0.

Mostremos agora que a trajetoria € de fato uma conica.

Fixe um eixo polar passando peso sol e seja 8 o angulo entre r e tal eixo. Seja uy o vetor

g . u
unitdrio perpendicular a r dado por d—(; Usando coordenadas polares temos que r = ruy.
Disso segue:

dr_d _dr we dr dwdo _dr 00
at —dt  oat o Tt e ar T ar e
Donde obtemos:
c=rxv=(ru) X u —l—rd—eu . L
- v at " ar ) g oY
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Dessa expressao segue:

[ GM ,d6 B
axc= ——1’2 Ur | X | 7 Eur XUWg | =
do

do
= —GMEulr X (uy X ug) = GMEug. (7.18)

Observe agora que:

d dav dc

a(vxc)—ﬁxc%—vxa—axc. (7.19)
Por outro lado:

d _ du, ducdf do
Das equacoes (Z.18), (Z.19) e (Z.20) segue entdo que:

d

d
$(V X C) = E(GMUI)

Donde, por integracdo obtemos:
v xXc=GMu,;+Db,

onde b é um vetor constante.
Tomando e tal que GMe = b segue que:

vxc=GM(u,+e).
Multiplicando escalarmente ambos os lados da equac@o acima por r temos:
r-vxc=GM(r+r-e) =GMr(l+ncose¢),

onde 77 = ||e|| e ¢ é 0 angulo entre r e e. Como ¢ = r - v temos por outro lado que:

r'VXC=rXv-c=c-c=c?

onde ¢ = ||c||.
Assim temos, finalmente:
GMr(1+1ncos¢) = .

2
Fazendo p = CM

e isolando r segue a equacao:

_ np
ncos¢+1’
que é a equacdo de uma conica com foco no sol e excentricidade 77, como queriamos de-
monstrar.
Observacdo 7.43 Observe que como e é uma constante de integracdo e 1 = ||e|| temos que

a excentricidade depende fundamentalmente das condigdes iniciais do movimento, isto é, da

posicdo e velocidade iniciais do planeta (Verifique!).
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8 CURVAS

8.1 PARAMETRIZACAO DE CURVAS

No Capitulo [3] estudamos as equagdes de uma reta no espago e vimos que tal entidade
geométrica pode ser representada pelas equacdes paramétricas:

= a4 ot
r:qy = b+t (8.1)
z = c+ust

onde Sy = (a,b,c) é um ponto da reta r e v = (v1,v3,v3) € um vetor paralelo a r.

Az

X

Figura 8.1: Curva Parametrizada

Nesse ponto, observamos que a reta representada pelas equagdes [8.1] pode ser inter-
pretada como a trajetéria no espaco [E® descrita por um corpo em movimento retilineo
uniforme com posicdo inicial Sy e velocidade v. Assim, as equacdes [8.1] sio meramente a
representacdo em coordenadas da cldssica equacéo da fisica:

S(t) = Syg+ vt

na qual S(t) = (x(t),y(t),z(t)) descreve a posicdo do corpo em questdo no instante de

tempo f.
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Um dos objetivos desse capitulo sera o de representar outras curvas no espaco de modo
semelhante, isto €, imaginando um corpo que se move livremente pelo espaco e descre-
vendo a posicdo X (t) = (x(t),y(t),z(t)) desse corpo no instante ¢, onde agora x, y e z sdo
funcoes (ndo necessariamente lineares) de R em R (ver Figura[8.1]).

Nesse intuito, podemos entdo definir:

Definicdo 8.1 Uma curva parametrizada no espago com parametro ¢ é func¢do continua,

no qual I = (a,b) é um intervalo da reta real.

De modo analogo podemos definir uma curva no plano como uma funcdo continua X :
I — R

Usualmente pedimos uma certa regularidade para as funcoes x(t),y(f) e z(t), pedimos
tenham derivadas de toda ordem (para que seja possivel definir um vetor velocidade, um

vetor aceleracdo, etc...).
Observamos que no caso de uma curva qualquer o vetor velocidade que era constante
nas equacdes da reta agora € um vetor tangente a curva que varia com o parametro t.

Definigdo 8.2 Dado uma curva X : [ — R3, X(t) = (x(t),y(t),z(t)) com x(t),y(t) e
z(t) diferenciaveis, entdo o vetor tangente é dado pela derivada

X'(t) = (¥'(1),y' (1), 2 (1))

da funcdo X em relacao a t.

O processo de descrever uma curva geométrica como uma funcfio X : I — R3 é conhe-

cido como parametrizacao.

Exemplo 8.3 A equacao mais simples para uma parabola
y=x

pode ser (trivialmente) transformada em uma parametrizacdao utilizando um parametro

livre ¢, e estabelecendo

x:t,y:tz para —oo <t < o0

Exemplo 8.4 Parametrize o circulo de raio 2 em R? e descreva seu vetor tangente.
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Y4

2sent

Solucao: Para parametrizar o circulo utilizaremos como parametro o angulo ¢. Com essa
escolha temos as coordenadas de um ponto P : (x,y) pode ser descritas utilizando que
x = 2cost e que y = 2sen t. Para descrevermos todos os pontos o angulo t deve variar em
[0, 27].

Assim, a curva plana X : [0,271] — R? dada por X(t) = (2cost,2sent) descreve um
circulo de raio 2 em R

Finalmente, o vetor tangente de X no instante ¢ pode ser calculado derivando a parame-
trizacdo X (t) = (2cost,2sent) e é dado por X'(t) = (—2sent,2cost).

O

Observacéo 8.5 Uma curva X : [a,b] — R?, como por exemplo a curva descrita no Exem-
plo para a qual o ponto inicial é igual ao ponto final X(a) = X(b) é denominada curva
fechada.

(

-
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/’ 15
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o
~__ )
\/
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Figura 8.2: Hélice

Exemplo 8.6 Descreva a curva espacial cuja parametrizagio é X(t) = (cost,sent,t/10).
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Solucdo: Para descrevermos a curva comegamos observando que a projecdo da curva X(t)
no plano x,y é dada por X'(t) = (cost,sent) e consequentemente é um ponto do circulo
de raio unitdrio. Logo a curva estd contida no cilindro x? +y* = 1.

Na direcéo z a curva se move com velocidade constante.

Assim, a curva espacial X(f) = (cost,sent,t/10) descreve uma hélice contida no cilin-
dro x? +y? = 1. Tal curva caminha 1—75 na direcao de z para completar uma volta em torno
do cilindro. Observe a figura ao lado. O

Exemplo 8.7[Gréfico de Fungdo] O gréfico de uma funcdo f : R D D — R diferencidvel

é uma curva em IR, Tal curva pode ser representada pelas equacdes paramétricas X (t) =
(t, f(t)). Observe que o vetor velocidade de tal curva é dado por X'(t) = (1, f'(¢)).
Na figura apresentamos a curva (t,sent) dada pelo grafico da fungfo sen x em R?,

cujo vetor velocidade no tempo ¢ é (1,cost).

osf /

o5 \\ / \
\

\ \/

Figura 8.4: Curva ndo injetora

Exemplo 8.8 A curva X(t) = (# — 4t,t* — 4) é uma curva parametrizada nfo injetora (ver

Figura[8.4), pois X(2) = X(—2) = (0,0). Esse exemplo mostra que que nem toda curva do
plano pode ser descrita como grafico de uma funcéao.

Observacdo 8.9 Uma curva parametrizada injetora (sem auto-intersecgdes) € dita ser uma

curva simples
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Figura 8.5: Curva diferencidvel com “bico”

Exemplo 8.10 Observamos, por fim, um fato que pode parecer a principio contradizer

nossa intuicdo de diferenciabilidade propiciada pelo estudo de funcdes reais e seus graficos
em cursos de cdlculo diferencidvel. Uma curva parametrizada pode ser diferencidvel e ter
“bicos” ou “arestas” desde que o vetor velocidade se anule nesses pontos. Observe a curva
X(t) = (#3,#?) cujo vetor velocidade existe para todo t e é dado por X'(t) = (3t2,2t).

Observacéo 8.11 Uma curva parametrizada diferencidvel X (t) tal que X'(t) # 0 para todo
t € dita ser uma curva regular.
Pode-se mostrar que curvas regulares ndo admitem “bicos”.

Exemplo 8.12

A cicloide, uma curva cldssica estudada por Galileu (entre outros), consiste na curva
tracada por um ponto fixado numa circunferéncia que rola ao longo de uma reta (ver
Figura ??).

A cicléide esta ligada, por exemplo, ao problema da braquistdcrona, que descreve uma
curva ligando dois pontos A e B, com B localizado a uma altura menor que A, e que tem
a propriedade de ser a trajetéria (“rampa”) capaz de minimizar o tempo para um corpo ir
de A a B quando este esta submetido apenas a gravidade.

YA

Figura 8.6: Cicldide
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Figura 8.7: Cicléide parametrizada

Além disso, a cicldide (invertida) também € solucdo do problema da tautécrona que trata
de uma curva onde ndo importa onde uma particula seja colocada, ela leva o mesmo tempo
para deslizar até o fundo.

Obtenha as equacgdes paramétricas da cicléide passando pela origem O do sistema de
coordenadas e obtida a partir de um circulo de raio r “rolando” sobre o eixo x.

Solucao: Seja t o parametro que representa o angulo de rotacdo do circulo. Quando o
circulo girar de um angulo ¢ teremos que a distancia percorrida ao longo do eixo serd o
comprimento do setor circular entre A e B (ver Figura[8.7), ou seja rt. Dessa forma é facil

concluir que as coordenadas de A sao:

x =rt—rsent
Yy =r—rcost

Logo a equacdo que representa tal curva é dada por X(t) = (r(t — sent),r(1 — cost)).
U

8.2 CURVAS EM COORDENADAS POLARES

Coordenadas polares sdo muito tuteis quando trabalhamos com curvas com algum tipo
de simetria em relacdo a origem do sistema de coordenadas. Observe isso nos proximos

exemplos.

Exemplo 8.13 Um circulo de raio 2 como na figura ao lado, como sabemos, pode ser

representado num sistema cartesiano pela equacfio x> + > = 4. Note que, em coordenadas
polares, o mesmo lugar geométrico pode ser representado pela equacdo r = 2.
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Figura 8.8: Circulo de raio 2

Olhando o circulo como curva parametrizada, em coordenadas cartesianas podemos
representd-lo pela equagdo X(t) = (2cost,2sent) para t € [0,27]. Em coordenadas pola-
res terfamos o seguinte:

r =+4cos?t+4sen?t =2
4sent
9:arctg< ) =t.

4cost

Logo, a mesma equacdo, em coordenadas polares ficaria X(t) = (2,t) COM t € [0, 2].

7 ™
/ 20 \
/ T \\
/ v
/ / 100 \\ \
/ / N \) \\
{ 20 E : 10 : o] 0 | %
o s
\\ \ \ / /
N /
N S
\ AN // //
\\ ~r /
N —_ ol ///,/

Figura 8.9: Espiral

Exemplo 8.14 Observe a espiral que é o lugar geométrico dado equacdo r = 26 (6 > 0)

em coordenadas polares. No mesmo sistema de coordenadas poderiamos parametrizar tal
curva com X(t) = (2t,¢) para t > 0. Em coordenadas cartesianas, no entanto, terfamos:

x = rcosf = 2tcost

y =rsenf) = 2tsent

Donde obterfamos X(t) = (2fcost,2tsent) para t > 0.
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Observe, no entanto, que apesar de podermos representar o lugar geométrico de tal
curva por v = 260 (6 > 0), é dificil representd-la no sistema cartesiano como uma equacao
envolvendo x e y apenas.

Poderiamos pensar em escrever:

\/ X%+ y? = 2arctg (%) ,

< . T
mas como a curva tem pontos com x = 0 e a func¢do arctg tem imagem em (_E’ 5)’ tal
~ . T
equacdo descreveria apenas o trecho de r = 260 para 6 € [O, 5).
Melhor seria escrever:

tg\/m_z

2 x
que descreve toda espiral exceto os pontos onde x = 0. Mesmo assim, tal equacdo é evi-
dentemente mais complexa que r = 26.
Mais alguns exemplos de curvas classicamente representadas em coordenas polares estao
descritos abaixo. Tente verificar e comparar nesses exemplos as equagdes nos sistemas
cartesiano e polar.

Figura 8.10: Cardioide

Exemplo 8.15 O cardidide, descrito em coordenadas polares pela equagdo r = a(1+ cost),

onde a é um ntimero real positivo, tem em coordenadas cartesianas equagio (x? + y? —
ax)? = a®(x* + y?).

A sua representacdo paramétrica que em coordenadas polares assumiria a forma X(t) =
(a(1+cost),t) para t € [0,27] tem no sistema cartesiano a forma:

1—+#2 t
X(t) = <2a<1 +t2>2,4a(1 n t2)2> .
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Figura 8.11: Elipse de eixos 10 e 6

Exemplo 8.16 A elipse ao lado com eixo maior 10, eixo menor 6 e com um dos focos na

origem pode ser representada em coordenadas polares pela equacao:

9

"= 5—4cost’

Num sistema cartesiano tal curva seria descrita por:

(x —4)°
25

2

y

Z —1.
Y

83 COORDENADAS ESFERICAS E CILINDRICAS

Figura 8.12: Latitude e Logitude
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Durante o século XV, quando a Europa vivenciava o periodo das grandes navegacoes, os
navegadores, que sabiam caminhar sobre um globo aproximadamente esférico, comegaram
a usar um sistema de localiza¢@o na Terra formado pela latitude e longitude de um ponto.

Nesse sistema a Terra fica dividida por paralelos, circulos centrados no eixo de rotacéo
da Terra e localizados em planos perpendiculares a este mesmo eixo, e meridianos, circu-
los com centro localizado no centro do globo terrestre passando pelos pdlos norte e sul
(determinados pela interseccdo do eixo de rotagdo do planeta com o globo).

Como podemos observar na Figura[8.12] podemos localizar um ponto na Terra pela sua
latitude, que mede o angulo (entre —90° e 90°) com vértice no centro da Terra formado
entre o ponto e a linha do Equador, e pela sua longitude, que mede o angulo (entre —180°
e 180°) entre o ponto e o meridiano de Greenwich, tido desde 1884 como o meridiano de
referéncia para navegacao.

o8

Figura 8.13: Coordenadas Esféricas

O sistema de coordenadas esférico, de grande utilidade em problemas com simetrias
em relacdo a origem do espacgo, é semelhante ao sistema de latitudes e longitudes usado
em navegacao. A unica diferenca é que para localizar um ponto qualquer do espago é
necessaria, além dos dois angulos, a distancia do ponto a origem do espago. Observe que
para localizar uma estrela qualquer no universo poderiamos dar a distdncia da mesma a
Terra e a latitude e longitude do ponto onde aquela estrela estard exatamente em cima de
nos.

Para definir um sistema de coordenadas esférico precisamos escolher um ponto de origem
O e duas direcOes ortogonais, conhecidas como zénite e referéncia do azimute.

No caso do exemplo descrito acima o zénite é dado pela dire¢do do eixo de rotagédo da
Terra e a referéncia de azimute é dada pela reta que liga o centro da Terra ao meridiano
de Greenwich.

As coordenadas esféricas (7, phi, ) de um ponto P sdo entdo dadas por:

B raio ou distdncia radial r que € a distancia (Euclideana) entre O e P;
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B dngulo polar ou colatitude ¢ dado pelo dngulo (entre 0 e 77) entre o zénite e a direcdo
do segmento OP;

B azimute ou longitude 6, angulo (entre 0 e 271) entre a referéncia de azimute e a
projecdo ortogonal de 5? sobre um plano ortogonal ao zénite (plano de referéncia).

Notamos que no exemplo dado pelos paralelos e meridianos da Terra, o angulo de longi-
tude € igual ao azimute 0, mas o dngulo dado pela latitude de um dado ponto é o dngulo
complementar ao angulo polar ¢.

Note que no sistema de coordenadas esférico os pontos localizados sobre o zénite podem
ser representados por mais de uma tripla (7, ¢, 6). De fato para tais pontos (com ¢ = 0 ou
¢ = 1) o angulo 6 ndo importa.

Observando a Figura [8:14] concluimos facilmente que as coordenadas esféricas se relaci-
onam com as coordenadas cartesianas segundo as seguintes equacoes:

Figura 8.14: Sphere Spirals de M.C. Escher

X = rsen¢cos
y = rsen¢sent
Z =rcos¢

r= \/m
/32 2
f = arctg (%)

Tente verificar isso.

Exemplo 8.17 Curva Loxodrémica:
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Problemas com simetria esférica em geral tem uma representacdo mais simples em co-
ordenadas esféricas. Observe a curva desenhada por M.C. Escher em sua obra “Sphere
Spirals”. Tal curva é conhecida como curva loxodrémica e é a curva que cruza os meridia-

nos sempre com o mesmo angulo. Tal curva é representada por uma linha reta na projecdo
de Mercator (ver Wikipedia), isto é, se m é a inclinagdo da reta e ty € o instante onde a
curva cruza o Equador, na projecdo de Mercator teriamos:

x(t) =t
y(t) = m(t —to)

Olhando para a curva numa esfera de raio 1 terfamos em coordenadas esféricas:

r(t) =1
o(t) =t
¢(t) = arcsin(tanh(m(t — ty))) + n

2
Em coordenadas cartesianas, no entanto, tal curva seria representada pelas equacoes:

x(t o cost

)= cosh(m(t — to)
sent

y(t) = cosh(m(t — tg)
z(t) = tanh(m(t — ty))

Observe que nos sistema cartesiano é dificil a primeira vista até mesmo saber que a curva
se encontra numa esfera, fato que no sistema esférico é imediato.

Figura 8.15: Coordenadas Cilindricas

O sistema de coordenadas cilindrico é, simplificadamente, o sistema de coordenadas polar

do plano euclideano complementado com uma terceira coordenada para descrever a altura
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z do ponto em relacdo ao plano Oxy. Para definir as coordenadas cilindricas de um ponto
€ necessdria a escolha de um ponto de origem O, eixo Oz para marcar a altura e uma
referéncia de azimute no plano perpendicular a Oz pela origem (plano de referéncia). As
coordenadas (7,6,z) do ponto P sdo definidas por:

B distdncia radial dada pela distdncia euclideana de P ao eixo Oz;

B azimute 0, angulo entre a referéncia de azimute e a projecdo de Oﬁ sobre o plano de
referéncia;

B altura z que é a distancia de P ao plano de referéncia.

As coordenadas cilindricas e cartesianas se relacionam de forma muito parecida com a a

relacdo entre coordenadas polares e cartesianas:

x =rcosf
y = rsenf
z=2z

e, inversamente:

2

)

r= x>+

0 = arctg (

zZ=2Z

RivS

Exemplo 8.18 Hélice:

Voltemos ao Exemplo [8.1] que descrevia uma hélice que em coordenadas cartesianas
possuia equagdo X(t) = (cost,sent,t/10). Em coordenadas cilindricas as equacOes para-
métricas se simplificariam a:

X(H) = (1,4,¢/10).

Estude isso.

84 COMPRIMENTO DE UMA CURVA

Provavelmente em cursos de fisica vocé ja se deparou com a férmula:

As = vAt
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que indica a distancia percorrida As por um corpo que se move durante um periodo de
tempo At com velocidade constante v (onde v € igual ao comprimento do vetor velocidade
V).

Como poderiamos generalizar o cdlculo da distancia percorrida para um corpo que se
move com velocidade ndo constante entre os instantes ¢y e f ao longo de uma curva para-
metrizada X(t) = (x(t),y(t))?

Algo que talvez também ja seja familiar a vocé é que tal férmula se generaliza por:

As = /.tv(t)dt,

to

onde v(t) = ||v(t)]].
Inspirados por essas equacdes, definimos o comprimento de uma curva X : I — R3
parametrizada por X(t) = (x(t),y(t),z(t)) no tempo ¢ a partir do ponto ¢, por:

s = [ X'

ou de modo mais explicito:

()= [ @O+ W)+ )

Figura 8.16: Comprimento de uma curva

Intuitivamente a férmula acima admite a seguinte interpretacdo. Dividamos o intervalo
[to, t] em partes de modo que ) < t; < fp < -+ < t,41 = t. O comprimento do segmento
de reta que liga X(#;) a X(t;11), obtido pelo Teorema de Pitdgoras, ¢ dado por:

Bsi = \/(Bx:)2 + (B2 + (Azi)2,

onde Ax; = (x(tiy1) — x(8)), Ay; = (y(tiv1) —y(t:)) e Az; = (z(tiy1) — z(¢;)). Assim o
comprimento As da curva parametrizada X (t) de ty a t é dado aproximadamente por:

n
As~ ) As;.
i=0
Ver Figura
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Mas, se At_(ti41 — t;) temos:

s | ()" ()" (1)) -

= (Ve + @l @) o

Ax; Ay; Az;
onde v} = < Azl>, vly = < A]Z ll> ev; = (A—il) Aumentando a particio e diminuindo os

intervalos [t;, ;1] temos que no limite a expressao

As ~ i <\/(vf‘)2 + (v))2+ (vf)2> At

i=0

torna-se

()= [ @O+ )+ (@0

Exemplo 8.19 Qual o comprimento do circulo de raio 1?

Solucao: O circulo de raio 1 pode ser representado como uma curva parametrizada por
X(t) = (cost,sent). Para obtermos o comprimento do circulo integramos a norma do
vetor velocidade X'(t) = (—sent,cost):

27 27
s(2m) = / Vsen?t + cos? tdt = / 1dt = 27
0 0

0

Exemplo 8.20 Qual o comprimento da hélice dada por X(t) = (cost,sent, t/10) entre os

instantes 0 e 471?
Solucao: O vetor velocidade da curva é dado por X'(t) = (—sent,cost,1/10). Logo:

4t 1\2 4 [101 471/101
= 2 2 — = — = —
s(4r) /o \/sen t+ cos?t + <10> dt /0 100dt 10
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8.5 REGIOES PLANAS LIMITADAS POR CURVAS

Frequentemente em problemas de fisica e engenharia precisamos encontrar areas de re-
gides do plano limitadas por curvas planas. Nao € raro, também, problemas que envolvem
densidades (de massa, por exemplo) variaveis numa placa plana, sobre a qual estamos in-
teressados em entidades como o peso ou centro de massa. Para lidar com tais problemas
utilizam-se ferramentas desenvolvidas em calculo integral, um tema que vai muito além
do escopo deste livro. No presente momento ndo nos € necessario entender quais sdo e
como podemos utilizar tais ferramentas. No entanto a descricao de regides do plano limita-
das por curvas é um tema de grande interesse para a geometria analitica. Temas este que
trataremos a seguir.

Um modo interessante de descrevermos regides limitas por curvas € nos utilizarmos de
coordenadas cartesianas e “escanearmos” a regido analisando a intersec¢do da regido com
retas verticais, ou seja, retas do tipo x = k, onde k é uma constante real.

A
y /

Y

Figura 8.17: Regido limitada por 3 retas

Exemplo 8.21 Imagine que queiramos descrever a regido interna ao triangulo representado

na Figura [8:17] isto é a érea limitada pelos pontos O = (0,0), A = (2,0) e B = (1,2).

Podemos descrevé-la analisando a interseccdo das retas de equacdo x = k, para k € [0,2],
1

com o triangulo. Como a reta @ tem equacdo y = 5% veriamos que para um dado x

. A . . 1 . .
fixado os pontos do tridngulo teriam a coordenada y no intervalo [0, Ex]. Simbolicamente
representariamos a drea do tridngulo por:

1

x=2 y:Ex
ApoaB = /;ch /yO dydx
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al}

Figura 8.18: Regido limitada por 3 retas

Exemplo 8.22 Considere agora o tridngulo AOAB limitado pelos pontos O = (0,0), B =

(4,2) e C = (2,4) (Figura[8.18). Nesse caso, x deve variar no intervalo [0,4] para cobrir
todo o tridngulo. No entanto, quando x pertence ao intervalo [0,2] a coordenada y fica
limitada pelas retas @ e fﬁ, e quando x estd no intervalo [2,4] a coordenada y fica
limitada por @ e ﬁ Assim sendo, para simplificar a descricdo da regido “escaneada”
por retas verticais, descrevemos a drea do triangulo AOAB como a soma dos triangulos
AOAE e AEAB.

Descrevendo o triangulo AOAE temos entdo que, para x entre 0 e 2, os pontos do

1
tridangulo ficam entre as retas @ e 671, de equagdes y = SXey = 2x, respectivamente.
1 1
Logo, para x € [0,2] devemos ter Tk <y <2x,o0useja,y € [Ex, 2x]. Simbolicamente:
X=2 pry=2x
ANOAE = / 1 dydx.
x=0 Jy=rx

Para o triangulo AEAB teriamos x variando entre 2 e 4. Nesse caso, os pontos do trian-

1
gulo ficam entre as retas OB e ﬁ, de equacbes y = srey=—x+ 6, respectivamente.

1 1
Logo, para x € [2,4] devemos ter Ex <y < —x+6,0useja, y € [Ek’_k +6]. O que
simbolicamente ficaria:

x=4 ,y=—x+6
ANEAB = / / 1 dydx.
x=2 Jy

:Ex

Finalmente, a drea do triangulo AOAB seria representada por:
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ApoaB = Apoae + AnEaB =

x=2 py=2x x=4 [ry=—x+6
= / / 1 dydx + / 1 dydx.
x=0 yzix x=2 yzix

3>
>

-
Il

\]

Figura 8.19: Setor circular

Exemplo 8.23 Considere agora a regido do plano acima do eixo Ox e limitada pelo circulo

de equagéo x? + y? = 4 (Figura[8.19). Podemos descrevé-la variando x no intervalo [—2, 2]
e, para cada x fixado, fazer y percorrer o intervalo de 0 (reta y = 0) até y = v/4 — x? (parte
da curva x2 + yz = 4 sobre o eixo Ox). Desse modo, a drea seria simbolicamente indicada
por:

¥=2 ry=v4—x?
Apo = / ) / . dydx.
x=—2Jy=

A
y
l l
1 1
1 1
1 1
C G O H A X

Figura 8.20: Meio anel
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Exemplo 8.24 Suponha agora que queiramos descrever a regido do plano acima do eixo

Ox e limitada pelos circulos centrados em 0 = (0,0) e de raios 1 e 2 (Figura[8.20). Nova-
mente, podemos descrevé-la variando x no intervalo [—2,2]. Mas agora, para x € [—2, —1]
ex €[1,2],yficaentrearetay = 0eacurvay = v4—x2 e, para x € [—1,1], y esta li-
mitado pelas curvas y = V1—2x2e y= V4 — x2. Desse modo, a drea seria simbolicamente
indicada por:

y=—1 ry=v4—x? dud r=1 ry=v4—x? v ¥=2 ry=v4—x? dud
A = / x+ / x4+ / X.
CGHA x=-2 Jy=0 Y r=—1Jy=v1-x2 4 x=1 Jy=0 Y

Alternativamente, poderiamos descrever a mesma drea subtraindo a drea entre o eixo Ox
e o circulo de raio 1 da area entre Ox e o circulo de raio 2, ou seja:

x=2 y:\/m x=1 y:m
Accria = / o dydx— / / o dydx,
y= y=

x=-2 =—1

Quando as regides a serem descritas tém certa simetria circular como nos Exemplos
e[8.5] um modo interessante de descrever as areas € através do uso de coordenadas polares.
Podemos descrever uma dada regido variando a coordenada 6 e olhando para a interseccdo
da regido com a semi-reta de equacdo 6 = k (em coordenadas polares).

Assim a area do Exemplo poderia ser representada variando 6 no intervalo [0, 77] e,
fazendo, para cada 0 fixado, r percorrer o intervalo [0, 2]. Simbolicamente representariamos

0=m rr=2
AAOB :/9 0 / 0 rdrd0.
= r=

Observacao 8.25 Em coordenadas cartesianas usualmente escrevemos dydx na descri¢do da

isso por:

drea motivados pelo fato de que a drea de um retdngulo de base Ax e altura Ay é AyAx.

Em coordenadas polares escrevemos rdrdf ao invés de apenas drdf, pois a drea de um setor
circular definido por um dado A6 e com raio variando entre r e v + Ar é aproximadamente
dada por rArAB se Ar é pequeno.

Mais detalhes podem ser encontrados em referéncias cldssicas de cdlculo.

A regido do Exemplo [8.5] por sua vez, poderia ser representada variando 6 no inter-
valo [0, 7] e, fazendo, para cada 6 fixado, r percorrer o intervalo [1,2]|. Simbolicamente

representariamos isso por:

O=m pr=2
AAOB:/B 0 / ) rdrdo.
= r=

Exemplo 8.26 Imagine que queiramos usar coordenadas polares para descrever a regido
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Figura 8.21: Cardioide

do plano limitada pelo cardidide de equacdo r = 1 + cos 6. Para isso, fazemos 6 variar no
intervalo [0, 27| e, para cada 6 fixado, fazemos r variar entre 0 e 1 + cos 6. Assim tal regido
seria descrita por:

0=2m p,r=1+cos6
A= / rdrdf.

Exercicios

Ex. 5.1 — Esboce as regides descritas abaixo:
a) flz f 3 dydx
b) fo dydx
) fo f2x dydx
A [y fy,dxdy
fl log x dydx

D 5 ) e dyd

2) fo Vo xdydx

e

2 Y dydx

0

Ex. 5.2 — Descreva as regides abaixo de dois modos diferentes usando a notacdo para
coordenadas cartesianas descrita acima:

a) Regido limitada pelos eixos coordenados Ox e Oy e aretay +2x = 4
b) Regido limitada pelas parébolas x = y> — 1 e x = 2% + 3.

¢) Regido dentro da elipse %2 + yfj =1.
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d) Regifio acima do eixo Ox & direita do eixo Oy e entre os circulos x> + y> = 4 e
x4y =0.

e) Regido limitada da figura abaixo:

<Y

Ex. 5.3 — Inverta a notagdo de (??) para (??) ou (??) para (??) nos itens do Exercicio[5.1]

Ex. 5.4 — Esboce as regides descritas abaixo usando coordenadas polares:
a) fozn foz rdrd6.
b) [77 [ rdrde.

) fog fozrdrdé).

Ex. 5.5 — Use coordenadas polares para descrever as regioes abaixo:
a) Anel centrado na origem de raio interno 2 e raio externo 4

b) Parte do anel centrado na origem de raio interno 1 e raio externo 2, localizada no
primeiro quadrante.

c) Parte do anel centrado na origem de raio interno 1 e raio externo 2, localizada no
primeiro quadrante, entre o eixo Oy e areta y = x.
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MUDANCA DE COORDENADAS
ORTOGONAIS NO PLANO

Como sabemos, um sistema de coordenadas ¥ no plano é um conjunto de dois vetores
linearmente independentes f;,f, (ou seja uma base E para V?) e um ponto O, chamado
de origem do sistema de coordenadas.

Sabemos de modo geral que um ponto fixo P ao ser representado em diferentes siste-
mas de coordenadas possuird coordenadas distintas. Esse fato foi usado intimeras vezes ao
escolhermos um sistema de coordenadas para representarmos um problema: o mote era
que através de uma escolha adequada para o sistema de coordenadas podemos simplificar
diversos problemas de geometria analitica.

Neste capitulo iremos um pouco além e entenderemos a relacdo entre a representacao
em diferentes sistemas de coordenadas através das mudancas de coordenadas, isto é, de
algumas transformacoes que nos permitem identificar os objetos geométricos nos diferen-
tes sistemas. Mas antes de irmos ao caso geral concentraremos nossos esfor¢cos num tipo
especial de mudancas de coordenadas, as transformacdes ortogonais e em especial a trans-
lagdo e rotagdo.. Estas apresentam-se como transformacdes de fundamental importancia
para ndés uma vez que levam sistemas de coordenadas cartesianos em sistemas cartesianos.

9.1 TRANSLAGAO

Uma translacdo é uma mudanca de coordenadas entre dois sistemas ¥. = (O, B = (ej, e2))
e X = (O, B’ = (f1,f2)) na qual as bases B e B’ sdo iguais, isto é, apenas O e O’ diferem.
Fixado um ponto P do espaco, qual a relagdo entre as coordenadas (x, y) de P no sistema
¥ e as coordenadas (x, ') de P no sistema X.'?
Sejam (h, k) as coordenadas do ponto O’ no sistema X.. Temos entdo que, na base (e, e;),
—  —
0P = (x,y), O'P = (x',y’) e OO’ = (h, k). Como 0P = 00’ + O'P, temos que (x,y) =
(x',y") + (h, k). Dessa forma a mudanca de coordenadas de ¥/ para X assume a seguinte

()-(0)+(2)

onde (h, k) as coordenadas do ponto O’ no sistema de coordenadas sistema X;.

forma:
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O/

¥

Y
Y
VR

Figura 9.1: Translacdo

0.2 ELIMINAQAO DOS TERMOS LINEARES DE UMA EQUA-

CAO QUADRATICA

Vamos agora usar a translagio para simplificar a equacio f(x,y) = Ax?> + By? + Cxy +
Dx + Ey + F = 0, eliminando seus os termos lineares.
As equacoes das translacoes sao

x=x"+h
y=y +k
Substituindo na equagéo de segundo grau temos:
A(X'+h)*+B(y +k)>+C (X' +h) (Y +K)+D (x' +h) +E(y +k) +F =0
expandindo temos:
Al* 4 Chk + 2Ahx' + Chy' 4 Dh + Bk* + Ckx' + 2Bky’ + Ek+
+A(X')? +Cxy +Dx' +B(y)* + Ey + F =0
Agrupando os termos

A(X')? 4 B(y)2 +Cx'y + (2Ah + Ck+ D) ¥’ + (Ch+ 2Bk + E)y/+ (9.1
+Ah? + Bk*> + Chk + Dh+ Ek+F =0

Queremos que os termos lineares se anulem, logo

2Ah+Ck+D =0
Ch+2Bk+E=0
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Se o sistema tiver solucdo, entdo teremos resolvido o problema. Isso ocorre por exemplo
se

2A C

=4AB—-C2+#0
C 2B 7

Caso o determinante se anule, podemos nédo ter nenhuma solucdo (sistema impossivel)
ou um numero infinito de solucoes (sistema indeterminado).

Notemos também que os coeficientes dos termos de grau dois ndo se alteram e que o
termo constante F’ vale f(h,k) = Ah? + Bk?> + Chk + Dh+ Ek+F =0

Exemplo 9.1 Achar uma translacdo que elimine os termos lineares da equacao:

x? —5xy — 11y* — x + 37y +52 =0

Solucdo: Se substituirmos x = x’ +h e y =y’ + k. Teremos

(¢ + 1) =5 (&' +h) (y +k) =11y + k)= (X' +h)+37 (v +k) +52=0
(9.2)

Donde temos:

(x)? = 5x'y' — 11(y')* + (2h — 5k — 1)x" — (5h + 22k — 37)y'+
+ (h? — 5hk — 11k — h + 37k +52) = 0

Como queremos que os termos em x’ e em Yy’ se anulem, devemos ter para isso

2h—5k—-1=0
5h 422k - 37 =0

O sistema linear acima possui uma unica solucédo [ = 3,k = 1]. E logo a equagéo se
simplifica a

(x)2 = 5x"y —11(y')* +69 =0

Exemplo 9.2 Simplifique a equagéo ¢ (x,y) = 4x? — 4xy + 7y*> + 12x + 6y — 9 = 0.

Solucao: Usemos agora o deduzido imediatamente antes do Exemplo[9.2]
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Sejam

x=x"+h
y=y +k

Para termos os termos lineares nulos, devemos ter

8h—4k+12=0
—4+14k+6=0

Resolvendo esse sistema linear chegamosah = —2ek = —1
Temos, assim, que F' = g(—2,—1) = 4(—2)" —4(=2) (=1) +7(—1)* +12(-2) +
6(—1) —9 = —24. Logo a equagdo no sistema X' fica

4(x) -4y +7 () —24=0

Exercicios

Ex. 2.1 — Em cada um dos seguintes itens, transformar a equagdo dada por uma transla-
cdo dos eixos coordenados para a nova origem indicada.

1?4+ y> +2x —6y+6=0(—1,3)

23x2 +22 +12x —4y +8 =0 (—2,1)
3y —x2+3y2 —4y+3y—3=0(-2,-1)
4xy—3x+4y—13=0(—473)

Ex. 2.2 — Nos iten abaixo, por uma translacdo dos eixos coordenados, transformar a equa-
cdo dada em outra desprovida de termos do primeiro grau.

1.2x* + 2 +16x —4y +32 =0
2.3x% —2y* —42x — 4y +133 =0
3xy—x+2y—10=0

Ex. 2.3 — Dada uma equacdo geral de segundo grau Ax? + Bxy + Cy?> + Dx+Ey+F = 0,
prove que uma translacéo ird eliminar os termos lineares se e somente se B> — 4AC # 0
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Ex. 2.4 — Prove que na equacéo de segundo grau f(x,y) = Ax>+ Bxy + Cy? + Dx + Ey +
F = 0, quando a origem é transladada para o ponto (%, k) o termo constante é transformado

em f(h,k).

9.3 ROTAGAO

Considere no plano um sistema de coordenadas ¥~ = (O, ey, e,). A rotacdo de ¥ por um
angulo « corresponde a um sistema de coordenadas ¥’ = (O, f;, f,) onde os vetores f1, f,
sdo iguais aos vetores ey, e; girados de a no sentido anti-horario.

Figura 9.2: Rotacdo

Em coordenadas polares temos o seguinte. Considere um ponto P de coordenadas (r,6) .
Substituindo 0 por 6 — a rotacionamos o ponto P pelo angulo a (Por qué?). Ou seja, de-
finindo um novo sistema de coordenadas polares por ¥ = r e 8/ = 0 — «, obtemos um
sistema de coordenadas polares rotacionado de a.

A partir da identificacdo do sistema polar com o sistema cartesianas associado temos que
as coordenadas (x,y) de P obedecem:

X = rcosf

Yy =rsenf
Por outro lado, denotando por (x’,y’) as coordenadas de P no sistema cartesiano rotacio-
nado temos entao:
x' =rcos (0 —a)

y =rsen (6 —a)
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e assim

x' =rcosfcosa + rsenfsenwn

y' =rcosasen® — rcosfsena.

Como x = rcosf e y = rsenf segue que

x' = xcosa+ysena

y' = —xsena + ycosa,

o que relaciona as coordenadas (x,y) de P no sistema ¥. com as coordenadas (x’,y’) de
P no sistema cartesiano ¥’ rotacionado de um 4ngulo a.
Em notacdo matricial temos:

X\ CcOsx  senx« X
y —sena Cos« y
Calculando a transformacao inversa (matriz inversa) segue entdo que
x \ [ cosa —sena x!
y sena  cosa v

Donde:

x =x'cosa —y' sena
y = x"sena + 1 cosua,
Eliminemos agora o termo misto de Ax*> + By?> + Cxy + Dx + Ey + F = 0 através de
rotacao.
Queremos achar uma rotagdo por um angulo a tal que a equacdo acima se reduza a
A + By +D'x+Ey+F =0
Substituindo x = x’' cosa — ¥’ sena e y = y' cosa + x’ sena em Ax? + By? + Cxy + Dx +
Ey + F = 0 teremos:
A (¥ cosa —y' sena)® + B (y cosa + x' sena)” +
+C (x'cosa —y'sena) (y cosa + x'sena) + D (x'cosaw — y' sena) +

+E (y' cosa + x"sena) + F =0
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Expandindo:

A(x')?cos?« — Ax'y'2senwcosa + A(y')? sen® +
+B(y')? cos® & + Bx'y'2sena cos a + B(x")? sen® +
+Cx'y cos® a + C(x')?sena cosa — C(y')*sena cos & — Cx'y/ sen” a+
+Dx' cosa — Dy’ sena + Ey' cosa + Ex'sena + F = 0
Donde chegamos a:
A/xz + B/yz + C/x/y/ + D/x + E/y+1:/ — 0,
onde:

A’ = Acos® w + Bsen? « + C cosa sen

B’ = Bcos’>a + Asen’a — Ccosasena

C' = Ccos®>w — Csen’x — 2A cosa senwa + 2B cos o sen
D' = Dcosa + Esena

E' = Ecosa — Dsena

F'=F

Para eliminar o termo misto devemos ter

C' = Ccos?a — Csen®a — 2A cos a sen & + 2B cos a sen a

seja zero, ou seja queremos que
C' = Ccos2a — (sen2a) (A—B) =0

E assim:
A—B
t(2u) = =——
cot (2a) C

Um modo mais facil de lembrar dessas equacOes € notar que A’ + B’ = A + B e que

A" — B = Acos’*a + Bsen?a + Ccosasena — (Bcoszoc+Asen20c — Ccosasen)

= Acos’a — Bcos>a — Asen?a + Bsen® a 4+ 2C cos a sen a.

Usando as formulas de angulo duplo cos? § — sen? @ = cos (26) e 2sen 6 cos§ = sen (26)
temos

A" — B' = A’ cos2a — B cos2a + C' sen2u
= (A’ — B’) cos2x + C' sen2a.
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Logo

A B = Csenoa [ AZBCos2x
C sen2«

= Csen2a (cot” (2a) + 1) .
Assim
A" — B' = Ccsc(2a).
Desse modo, para acharmos A’ e B’ temos de resolver o sistema

A'+B" =A+B
2
A'—PB :Ccsc(er):C\/<¥> +1

Exemplo 9.3 Simplifique a equagdo ¢ (x,y) = 4x? —4xy + 7y* + 12x + 6y —9 =10

Solucao: Como vimos na secdo anterior a translacéo

x=x" -2
y=y -1
elimina os termos lineares e transforma a equagéo para
4 (x’)2 —4x'y' +7 (y’)z —24=0

h=-2ek=-1
x ~ A-B -3 3., .. . .

Entdo uma rotacdo por cot (2a) = ¢ T 471 ird eliminar o termo misto. Note
que se cot (2a) = §’ entdo o angulo « estd no primeiro quadrante e csc2a = g (S6 para
sua curiosidade « ~ 26.565)

Logo

A"+B"=A"+B =11
A" —B"=Ccsc(2a) =5

Resolvendo o sistema linear temos que A” = 3 e B” = 8 e logo a equacéo fica

3(x")*+8(y")" =24

1\2 112
(G0 MU U0 R
8 3
(Como veremos depois, uma elipse horizontal) O

Exercicios
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Ex. 3.1 — Determinar as novas coordenadas dos pontos (1,0) e (0,1) quando os eixos

coordenados sdo girados de um angulo de 30°.

Ex. 3.2 — Para cada equacdo abaixo transformar a equacdo dada por uma rotacdo dos
eixos coordenados do angulo indicado:

1.2x +5y -3 =0, arctg 2,5
2.4% = 2xy +y* — x = 0, 45°
3./3y2 +3xy — 1 =0, 60°

Ex. 3.2 — Por uma rotacdo dos eixos coordenados, transformar a equacao dada em outra
desprovida do termo xy.

1.4x% +4xy + > +6x =1
2.9x2 +3xy +9y2 =5

3.2 —2xy+y>—4=0
4.16x% + 24xy + 9y> +25x = 0

Ex. 3.2 — Prove que os nimeros A + C e B> — 4AC sfo invariantes por rotagoes.

0.4 EQUA(_;@ES GERAL DO SEGUNDO GRAU NO PLANO

Através do uso de translagdes e rotacoes do sistema de coordenadas, podemos observar
que as equagodes de elipses, parabolas, hipérboles e circunferéncias podem ser escritas na
forma Ax? + By? + Cxy + Dx + Ey + F = 0. No entanto, nem toda equacfio nessa forma

2 —y? = 0, ou de modo mais

representa uma dessas conicas. Por exemplo, a equacdo x
conveniente (x +y)(x — y) = 0, representa duas retas concorrentes: x +y =0e x —y = 0.

E um bom exercicio observar que podemos dividir equacdes quadraticas do tipo Ax? +
By? + Cxy + Dx + Ey + F = 0, em trés grupos de acordo com as curvas que elas represen-

tam:
m Equacdes do tipo eliptico, onde C> — 4AB < 0: vazio, ponto, circunferéncia ou elipse;

m Equacdes do tipo parabdlico, onde C> — 4AB = 0: vazio, reta, unido de duas retas
paralelas ou pardbola;

227



m Equacdes do tipo hiperbdlico, onde C> — 4AB > 0: unifio de duas retas concorrentes
ou hipérbole.

Exemplo 9.4 Exemplos de equagdes quadraticas em x, y:

1. Equacoes do tipo eliptico:
® x?+y*+ 1 = 0: Vazio;
® x> +y? = 0: Ponto;
® x? +y* — 1 = 0: Circunferéncia;
® x?+2y? —1 = 0: Elipse.
2. Equacdes do tipo parabdlico:
B (x+y)? = x?+2xy +y* = 0: Uma reta;
B (x+y)(x+y+1) =x>+2xy+y*+ x +y = 0: Unido de duas retas paralelas;
® x —y? = 0: Pardbola.
3. Equacdes do tipo hiperbdlico:
B (x+y)(x—y) = x> —y? = 0: Unidio de duas retas concorrentes;
B (x+y)(x+y+1) =x%—y>—1=0: Hipérbole.
Para uma identificacdo exata da curva representada pela equacdo devemos através de

translacoes e rotacdes obter uma equacdo simplificada, isto é, sem termos lineares e misto.
Para isso, sugerimos o seguinte método:

1. Verifique se existe termo misto, isto é, se C # 0. Se C = 0, complete quadrado e faca
uma translacdo para finalizar a simplificacdo da equacao.

2. Caso C # 0, proceda como indicado no capitulo de Mudanca de Coordenadas, para
eliminar os termos de primeiro grau via translacao.

Observacdo 9.5 Podemos, nesse ponto, chegar a um sistema incompativel. Nesse caso,
partimos para o préximo passo sem nada fazer.

3. Como feito no capitulo de Mudanca de Coordenadas, eliminamos agora o termo
misto via rotacao.

Como vimos no exercicio [2.3] é possivel através de translacdes eliminar os termos linea-
res de Ax> 4+ Bxy + Cy?> + Dx + Ey + F = 0 (com certeza) se 4AB — C? # 0.
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9.4.1 Caso 4AB—C> #0

Nesse caso a simplificacdo segue via translacao e rotagao.

Exemplo 9.6 Reduzir a equagdo x* — 5xy — 11y?> — x + 37y + 52 = 0.

Solucao: Fazemos a translagdo x = x' + h e y = iy’ + k e queremos que os coeficientes de

x" e y' se anulem. Para isso teremos que

2h—5k—-1=0
5h+22k—-37 =0

Cujas solucdes sdo h = 3 e k = 1. Ou seja a nova origem € o ponto (3,1) e nesse sistema
a equacao fica

(¥') +5xy +11(y)> +69 =0
Para eliminar o termo misto devemos rotar a equagao por
cot (20) = —12/5
E a equacdo ap0s a rotacdo fica sendo
A" (¥ + B (y")? = 69

Onde A"+ B"=A"+B' e A” — B" = B'\/cot (20) + 1 e assim

23 3
Al — 2 epr =2
2 © 2

e a equacdo se reduz a

xl/
6

0.4.2 Caso 4AB — C2=0
Neste caso nao tentaremos eliminar os termos lineares e passaremos direto ao termo misto.

Para eliminar o termo misto faremos uma rotacao pelo dngulo dado por

A—-B

cot (2a) = C
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Exemplo 9.7 16x? — 24xy + 9y*> + 15x + 17y + 15 =10

Solucéo: Neste caso 4AB — C? = 0 . Eliminaremos o termo misto rotacionando por um
angulo de

A—-B 7
20) = —— = ——
cot (20) c 4
Neste caso temos um tridngulo de lados —7, 24 e 25. e desta forma sen (20) = 24/25 e
cos (20) = —7/25
Também sabemos que
sen (20)
tgh = —————
& 1+ cos (26)
elogotg (6) =24/18 =4/3 elogosen(0) =4/5ecos (0) = 3/5 e as equagdes da rotacdo
ficam
sen (20) = 2cosfsend cos (20) = cos?§ — sen? 6

x—gx’—é’

~5° 75
e

—éx,+§,

e a equacdo reduzida pode ser calculada pelas equagoes

A'+B =A+B=25
A" — B’ = Cecsc(2a) = =25

elogo A’ =0e B’ = 25 e a equagéo se reduz a
3 4 4 3
) n2 P ) —ma a2y 71 —
5(y') 38<5x 5]/) 3 <5x +5y>+ 0
25 (/) — 50x" + 10y’ +71 =0

Completando os quadrados temos

Exercicios
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Ex. 4.1 — Identifique e desenhe as curvas , mostrando os novos eixos apds a rotagdo e

translacdo:
1.2x% +4xy + 5y —8x — 14y +5=0
2.x% —5xy +13y> + 7x — 31y — 37 =0
3.3x% + 12xy + 8y* — 24x — 40y + 60 = 0
41122 + 6xy +3y* —12x — 12y — 12 =0
5.7x* — 8xy +y* + 14x — 8y + 16 = 0
6.6x> +12xy +y* — 36x — 6y = 0
7.9x% — 15xy + 1>+ 63x = 0
8.25x2 + 120xy + 144> + 86x + 233y + 270 = 0
9.5x2 + 120xy + 144y? — 312x + 130y + 156 = 0
10.x% — 4xy +4y> +3x — 6y — 28 = 0
11.4x2 + 12xy + 9y? — 2x — 3y + 2 = 0 (dois problemas)

9.5 UM POUCO DE ALGEBRA LINEAR

a1 an
A=
a1 ax

Definimos o produto da matriz A pelo vetor v como

Dado uma matriz real 2 x 2:

e v = (x,y) um vetor no plano.

Av = (anx + any, (a21x + azzy)
O produto da matriz A pelo vetor v definida acima € linear, isto é, satisfaz:
A(/\lu + )LZV) = A)Llll + A)LzV

para todos os vetores u,v e para todos escalares Aq, A,. A demonstracdo desse fato serd
deixada como exercicio.

Definicdo 9.8 Um numero real A é dito autovalor para a matriz A se existir um vetor v

ndo nulo tal que

Av = Av
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Dado A um autovalor da matriz A, diremos que que um vetor u é um autovetor de A
associado ao autovalor A se Au = Au.
Em coordenadas temos as seguintes condigoes:

(a11x + a1y, (anx + any) = (Ax, Ay)

Ou equivalentemente:

a — /\)x +apy =0
a3 x+ (ap —A)y =0

O sistema acima tem solucdo ndo trivial somente se:
app—A a4

det =0
Elzl ajxy — A

Ou seja, A é um autovalor da matriz A se e somente se for raiz do polinémio p4(A) =
(a11 — A)(ax — A) + a1paz1. O polindmio p4(A) é dito polindmio caracteristica da matriz
A.

Os argumentos anteriores provam o seguinte teorema:

Teorema 9.9 Os autovalores de uma matriz A sdo as raizes do polinémio caracteristico

da matriz A.

Para uma matriz simétrica temos:

Teorema 9.10 Dado uma matriz A simétrica 2 X 2 entdo:
1. A possui dois autovalores reais Aq e As.

2. Existe um par de autovetores u e v relativos aos autovalores A1, A, respectivamente.

Esses autovetores sdo ortogonais.

3. Considere a matriz B cuja primeira coluna é formada pelas coordenadas de u e a
segunda coluna é formada pela coordenadas do vetor v entdo:

A0
0 A

BAB =

Demonstracao:
O discriminante da equacfio quadratica p4(A) = 0 é A = (A — C)? + B2. Como o
discriminante € ndo negativo as raizes sdo reais .
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2. Se A > 0 aequacdo tem ps(A) = 0 tem raizes reais distintas: A, A,.
Sejam u e v tais que Au = Aqjue Av = Aqv.

Vamos provar que u e v sdo ortogonais

Au-v=u-Av

Logo

AMu-v=XAhu-v

(/\1—/\2)11'V:0
elogou-v=20

3. Fazer.
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NOTACAO DE SOMATORIO

A notacdo de Somatdrio é um modo sucinto de escrever somas tais como:
P22+ 40

Observe que na soma acima o termo tipico a ser somado é da forma k? e estamos so-
mando esses termos de 1 até n. Um modo sucinto e muito util de escrever essa soma é
utilizando a notacao de somatoério:

n
)k
k=1

A expressdo anterior deve ser lida como “soma de k* com k variando de 1 até n.
E de modo mais geral a soma dos nimeros reais aq, - - - a4, pode ser escrita usando a
notacdo de somatério como

n
Y ag=a1+--+ay
k=1

Claramente, ndo € necessario que a soma comece do 1. Assim por exemplo, podemos

escrever:

4
Y (25+1)=1+3+5+7+9
5=0

5 .
Y j=22+3+4+5
j=2

De modo anéalogo ao fatorial, podemos definir o somatério recursivamente como

Definicdo A.1 Dado a; uma sequéncia de numeros reais. Definimos o somatdrio de a;
de 1 até n como sendo a fungdo Y} ; a; : IN* — R que satisfaz as seguintes proprieda-
des:

1. Y ar=m
k=1
n n—1 .
2. Y ay =a,+ Y a; para todo n maior que 1.
k=1 k=1
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Assim, por exemplo pelas defini¢cGes acima temos que:

2 1
Y a=a+ ) ag=a+m
k=1 k=1

3 2
Zﬂk:ﬂ3+zﬂk:ﬂ3+(ﬂ2+ﬂ1)
k=1 k=1

4 3
Y ome=as+ Y ax=as+ (a3 + a2 +a)
=1

k=1
Exercicios
Ex. 0.1 — Ache o valor das seguintes somas:
5
a) Yk
k=1
5
b) Y 2k
k=2

c) )% (2k+1)
k=0

> 1
d) kgl )
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FUNCOES TRIGONOMETRICAS

Comecaremos com uma definicdo provisoria, porém muito ttil. Para um angulo agudo as
fungdes trigonomeétricas sdo definidas como:

hlpOtenusa cateto oposto

6

cateto adjacente

cateto oposto hipotenusa

senf = ———— cosseC = ——
hipotenusa cateto oposto

cateto adjacente hipotenusa

cosf = . secO = -
hipotenusa cateto adjacente

cateto oposto cateto adjacente
tgd = : cotgf = -

cateto adjacente hipotenusa

As definicbes acima ndo se aplicam para angulos obtusos e negativos, porém podemos
generalizar as funcdes trigonométricas para um angulo 6 qualquer através do circulo tri-
gonométrico. O circulo trigonométrico é um circulo de raio unitdrio centrado na origem
de um sistema de coordenadas cartesianas.

Para cada angulo 0, existe um tunico ponto P perten-
cente ao circulo, tal que o segmento OP faz um angulo 6

P y

com O eixo X.
O seno é definido como a proje¢cdo do segmento OP \9
sobre o eixo y. O cosseno ¢ definido como a projecdo do X @)

segmento OP com o eixo y. Isto é:

senf =y cosh =x

As outras fun¢des podem ser definidas conforme as relagbes a seguir:

sen 0 1
& cos 0 sec cos 0
1 cos 6
cscf = p——r cotd = p——
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B.1 IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

Lembrando que a equacgiio da circunferéncia unitdria é x> + y> = 1 e observando que para
todo ntimero real x o ponto de coordenadas (cos x,sen x) esta na circunferéncia unitaria,

reobtemos a relacao fundamental

2

sen’x +cos?x =1 (B.1)

Dividindo a equacfo [B.I] por cos? x temos:

th x+ 41 =sec®x (B.2)
De modo andlogo, dividindo a equagéo por sen” x temos:

1+ c:otg2 x+ = cossec? x (B.3)
Também temos as formulas para adicdo:

sen(x +y) = senxcosy + cos X + cos y (B.4)

cos(x + 1) = cos X cosy — senxseny (B.5)

Substituindo y por —y nas equacoes anteriores

sen(x +y) = senxcosy — Cos X + cos iy cos (X + 1) = cos X cos y + sen x sen y

(B.6)
Dividindo as expressdes para sen(x + y) pelas expressdes para cos(x + y) temos:
tgx+tgy
t =_5° ©6J B.
81 = Tty (B.7)
Colocando y = x nas equagdes e temos:
cos2x = 2cos’x — 1 (B.8)
cos2x =1 —2sen? x (B.9)
Isolando cos? x e sen” x nas equacdes anteriores obtemos:
1 2
cos? x = 1+ cos2x (B.10)
2
1—cos2
sen’x = %x (B.11)
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B.2 GRAFICOS DAS FUNCOES TRIGONOMETRICAS

B.2.1  Grafico das Funcdes Seno e Cosseno

Comecamos observando que ambas as funcoes seno e cosseno sdo limitadas:

-1 <senx <1 —1<cosx<1
E que que a funcao seno é impar pois
sen(—x) = —sen(x), paratodo x € R,

enquanto que a fun¢do cosseno é par pois
cos(—x) = cos(x), paratodo x € R
As funcoes seno e cosseno sdo periddicas pois

sen(x + 2kmr) = senx, paratodo x € R e para todok € Z

cos(x + 2kmt) = senx, para todo x € R e para todo k € Z

Das equagdes[B.4] temos que:

T
cos x = sen(x + E)

s
senx = cos(x — 5)

(B.12)

(B.13)

(B.14)

E consequentemente o grafico da fungédo cosseno pode ser obtido a partir do grafico da

funcdo seno, através de uma translacdo horizontal para a esquerda (por uma distancia

7w/2).
Os gréficos das funcdes seno e cosseno sdo apresentados abaixo:

A

f(x) =senx

\

6 27T 7
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f(x) =cosx

\

[68)

|
N

|
—_
—_
NIy
X
(6]
S
&) ]
o
N[
g
£

5 S
5—24

B.2.2  Grafico das fungdes tangente e secante

As funcdes tangente e secante estdo definidas no dominio R\{J + k7 |k € Z}. A funcéo
secante tem a mesma periodicidade da funcdo cosseno, mas a tangente tem periodo 7,

uma vez que
tg(x + ) = sen(x+7)  —senx _ senx R
cos(x+7m)  —cosx  cosX

A funcao secante, assim como a func@o cosseno, é par. Ja a fun¢édo tangente, sendo quoci-
ente de uma funcdo impar e uma par, é¢ uma funcao impar. Os graficos das funcdes tangente
e secante estdo representados abaixo:

)= g

o 4 MR
N
™|
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6“

5 {f(x)|= secx i

3 ?

.| 5
3t _nl T 3t 5571
T2 2 2 2 D2
5 4 -3 2] _'11 112 3 45 6 7 8

-2

B.2.3  Grafico das fungées fungdes cotangente e cossecante

As funcdes cotangente e cossecante estdo definidas no dominio R\ {k7r |k € Z}. A funcéo
cossecante tem a mesma periodicidade da funcéo seno, mas a cotangente tem periodo 7

A 1
41 i
f(x) = cotgx !
3 ] ]
2 4
: ] 14 ]
=27 =7 Tt 27
-7 -6 -5 -4 13 -2 1 1 2 3 4 5 6 7
~1
Ao ]
_3
4 A :
f(x) = cossecx
3 4
2 4
; [ 11 ; [
=27 — 7T TE 27t
-7 -6 -5 -4 =3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7
-1 4
o
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B.3 FUNGOES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

As funcoes trigonométricas definidas acima nao sdo bijetoras em seus dominios. Entretanto,
¢é possivel falar em suas inversas, desde que tomemos dominios restritos. Apresentamos
abaixo, sem maiores detalhes, as funcbes trigonométricas restritas a dominios nos quais
sdo bijetoras e as respectivas funcdes inversas. Acompanham os respectivos graficos.

B.3.1  Fungao arco seno
A funcdo sen : [—-Z, %] — [—1,1] tem por inversa a funcéo

arcsen : [—1,1] — [— ,g]

N[N

definida como:

arcseny = x < senx =y

A f(x) = arcsenx

B.3.2 Fungdo arco cosseno
A fungdo cos : [0, 7] — [—1,1] tem por inversa a fungéo

arccos : [—1,1] — [0, 7]

definida como:

arccosy = Xx <> cosx =y
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A .
f(x) = arccos x
g
-

B.3.3 Fungdo arco tangente
A funcdo tg : (—7,5) — R tem por inversa a funcéo

arctg : R — (—g,

N

)

definida como:
arctgy = x < tgx =y

A
f(x) = arctg x
271
.......................................... .
1<
5 o4 3 2 1 1 2 ]
1
_z
.............................................. e
—2

B.3.4 Funcdo arco cotangente
A funcgdo cotg : (0, 1) — R tem por inversa a fungdo
arccotg : R — (0, )

definida como:
arccotgy = x < cotgx =y
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f(x) = arccotg x

B.3.5 Fungdo arco secante

A fungdo sec: [0, Z)U (£

3 5,7t} — (=00, —1] U [1,00) tem por inversa a funcéo
arcsec : (—oo, —1] U [1,00) — [0, g) U (g,ﬂ]

definida como:

arcsecly = X < seCcx =Y

A
f(x) = arcsecx
....................... Yy=7 g
D2
....................... £
=3
S
-5 4 -3 2 -1 1 2 3 4 5

B.3.6 Funcdo arco cossecante

A funco cossec : [—Z,0) U (0, ZF

2 7] = (=00, —1] U [1,c0) tem por inversa a funcéo
arccossec : (—oo, —1] U [1,00) — [—%,0) U (0, g]

definida como:

arccossecy = Xx < cosseCcx =Y
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A
» |f(x) = arccossec x
................................... 2
¥y=13
1<
6 5 4 =32 1 1 2 3 4 5 6
— 7T
—1 Yy=-2
—2
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MATRIZES E SISTEMAS LINEARES.

C.1 MATRIZES

Uma matriz real m x n é um conjunto ordenado de niimeros reais dispostos em m linhas
e n colunas. Os elementos de uma matriz serdo indicados por dois indices dos quais o
primeiro indica a posi¢do na linha e o segundo na coluna. Desta forma o elemento a;;
refere-se ao elemento que estd na i-ésima linha e na j-ésima coluna.

a1 A4 - A1p

a1 ax aon
A=

Am1 Am2 - Qmn

Uma matriz é dita quadrada se o nimero de entradas é igual ao numero de colunas.
Uma matriz 1 X n é dito matriz linha e uma matriz m x 1 é dita matriz coluna . A matriz
nula n x m é a matriz cujas todas as coordenadas sdo 0. A matriz identidade n x n é a
matriz cujos termos da diagonal, isto é os termos 4;; com i = j, sdo iguais a 1 e os termos
fora da diagonal sdo zeros.

C.1.1  Operacoes com Matrizes

Podemos definir a soma é a multiplicacdo de matrizes por escalares coordenada a coorde-
nada.

Defini¢do C.1 Dadas duas matrizes n x m A = (a;;) e B = (b;;) e c um escalar, definimos
as matrizes A 4+ B e cA como:

A+ B:= (Ell‘j -+ bl]) CA = (Cﬂll‘j)

Exemplo 3.2 Se

A:124 eB:402
35 -1 4 2 3
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entao:

4 2 4
A+B= > 6 2A == 8
77 2 6 10 -2

Definicdo C.3 Dado A uma matriz m X p e B uma matriz p X n. O produto de A por B

denotado AB é definido como a matriz C = (cij) cuja entrada ij é definida como:
4
cij = ) aiby
k=1

E fundamental observar que o produto AB sé estd definido se o nimero de colunas de A
’igual ao nimero de linhas de B.

Exemplo 3.4 Se

entao

g [ 2°2F1140-(-1) 2.34+1-440-5 (5 10
S\ 324214 (-1)-(-1) 3-3+2-44(-1)-5) \9 12

C.2 DETERMINANTES

Recordaremos, sem apresentar as demonstragoes, algumas propriedades dos determinan-
tes.

Dada uma matriz A o menor dessa matriz com respeito do elemento 4;; € a matriz que se
obtém ao remover da matriz A a i-ésima linha e a j-ésima coluna. Denotaremos tal menor

por Aj.

Exemplo 3.5 O menor de uma matriz 3 x 3 em relacdo ao elemento a3 é:

ann app U b
As=| 0 O O :<11 12)

asz1 as2
a3 azx U
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O determinante de uma matriz quadrada é uma funcdo que associa a cada matriz qua-
drada um numero real, determinado pelo seguinte procedimento indutivo:

1. O determinante de uma matriz 1 x 1 é igual ao valor da entrada dessa matriz, i.e,
la| =a

2. O determinante de uma matriz n x n pode ser calculado somando ao longo de uma
linha ou coluna o produto de um elemento a;; por (—1)"*/ vezes o determinante do

menor em relagéo ao elemento a;;, i.e.,

Assim, escolhendo uma linha, ou seja fixando um i temos:
Al = Z; (1) | Ay
j=

De modo andlogo, escolhendo uma coluna, ou seja fixando um j temos:
n

Al =Y —(1)"Ma;; | Ayl
i=1

O determinante ndo depende da escolha da linha ou coluna na expanséao anterior.
Utilizando o procedimento anterior para uma matriz 2 x 2 e expandindo em relacéo a

primeira linha temos:

b
? =al|d| —blc| =ad—bc

Utilizando o procedimento anterior para uma matriz 3 x 3 e expandindo em relacéo a

primeira linha temos:

ap b o

bz Co a Co 175} bz
a by o | =m — b +c

by c3 as c3 az b3
a3 b3 c3

O sinal (—1)"*/ da definigdo anterior pode ser facilmente calculado, notando que esse
fator troca de sinal para cada termo adjacente da matriz, conforme o padrao abaixo:

1 -1 1
-1 1 -1
1 -1 1
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Notagéo: Dado uma matriz quadrada de ordem 7 e de entradas a;;, A = (a;;, denotare-
mos suas colunas por Ay,..., A,. Logo:

A= (a1i, ..., 4)

e assim podemos reescrever a matriz A como A = (A1, Az, ..., Ay)
Usaremos também a seguinte notacdo para representar o determinante de uma matriz

quadrada:
ap b
la b ¢ ...]=|a2 b o
Assim por exemplo:
b a b o
a1 1
la b= a b cl=|a b o
ar bz
a3 bz c3

Teorema C.6 Se todos os elementos de uma coluna (ou linha) forem multiplicados por
A, entdo o determinante fica multiplicado por A:

|Ay Ay AAj- Ay =A|A] Ay A Ay

Teorema C.7 O valor do determinante ¢é inalterado se transpormos a matriz.

am b o A ay as
Por exemplo: a, by ¢ |=|b;1 by b
az bz c3 €1 €2 €3

Teorema C.8 O valor do determinante troca de sinal se duas colunas (ou linha) sdo
intercambiadas.

{A1 AZ"'Az'"'Aj"'An‘:_‘Al AZ"'Aj"'Ai"'An{
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Teorema C.9 Se duas linhas ou colunas de uma matriz sdo idénticas entdo o determi-
nante dessa matriz é nulo.

Teorema C.10 O valor do determinante permanece inalterado se adicionarmos um mul-
tiplo de uma coluna (linha) a outra coluna (linha).

|A1 AZ"'Ai"'Aj"'An‘:|A1 Az"’Ai"'Aj+7\Ai"’An|

C.2.1  Matriz Inversa

Dada uma matriz A o cofator do elemento a;; € c;j = (—1)i*i |Aij{. A matriz formada pelos
cofatores é denominada matriz dos cofatores de A, e denotada por cof A

cof (A) = (ci) = (=) ] Ay))

A transposta da matriz dos cofatores é denominada matriz adjunta de A e é denotada
por adj(A).

Uma matriz quadrada A é dita invertivel inversa de uma matriz se existir uma matriz B
tal que:

A-B=B-A=1

Teorema C.11 Dada uma matriz A, essa matriz é invertivel se e somente se |A| # 0 e
nesse caso a inversa de A, denotada A~ é dada por:

1 adj(A)
ATl =
|Al
Exemplo 3.12 Dado
1 2 1
A=12 1 0
1 -1 -2

Calcule a matriz inversa
Solucao: Vamos comecar calculando a matriz de cofatores:
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O cofator em relagédo ao coeficiente a1 €:

1 0
-1 -2

1 =2

O cofator em relagdo ao coeficiente a1, é:

2 0
-1 -2

-1

Calculando os cofatores como acima, temos que a matriz de cofatores é dada por:

-2 4 =3
cof(A) = 3 -3 3
-1 2 =3
E a matriz adjunta é:
-2 3 -1
adj (A) = 4 -3 2
-3 3 -3
E assim como det A = 3, temos que a matriz inversa é:
4 1 -
det A 3 3
-1 1 -1

C.3 TEOREMA DE CRAMER

Dado um sistema linear de n equacoes e n incdgnitas

a11x1 +apxy + -+ ay =k
Ay X1 +anxy + - +ay =k

A1 X1+ AppXp + - - + apy = kn

podemos escrever esse sistema como AX = k onde

a1 a4 - dip X1

a1 axp - Qyp X2
A= . . .. X =

anl An2 - Qun Xn
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A matriz A é denominada matriz de coeficientes e k a matriz de constantes.

Teorema C.13 Dado um sistema linear de n equagdes e n incégnitas

ax+by+cz+--- =k
mx+by+cz+- =k
anX +byy+cnz+ - =ky

com |A| # 0. Entdo as solugbes desse sistema sdo:

:]k Ay Asz--- Ay A1k Az Ay A1 Ay Az -k

X ; X2 = , Xy =
! |A1 AZAn’ 2 ’Al AzAn| n |A1 AZAn|

Demonstracao: Escrevendo o sistema linear como AX = k. Como det A # 0, a matriz A

é invertivel, e assim multiplicando ambos os lados do sistema por A~! temos:
X =A%

Usando a caracterizacdo da matriz inversa como a transposta da matriz de cofatores divi-
dido pelo determinante, temos que esse sistema pode ser escrito na forma matricial como:
X1 . cin ot Cm k1

~ detA
Xn Cly *°* Cun kn

Dessa forma temos que
x1 = kicnn + -+ knom
Se expandirmos o determinante |k a4, a3--- a,| emrelacdo a primeira coluna temos:
ki ap - an

=kicnn + - +kuem

kn ap -+ ap
e assim temos que:

Ll A As-ay
1 A1 Ay Ayl

De modo analogo temos que:

. \A1 Az-k---An\
! \Al Az"'An\
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Exemplo 3.14 Resolva o sistema linear:

2x—y+5z=1
—x+2y—2z=2
—3x+y—7z=-1

Pelo teorema de Cramer, como

1 -1 5
2 2 -2
1 1 -7| _g
p— = -_— —4
: 2 2
2 1 5
1 2 -2
-3 -1 -7 2
= = — =1
y 2 2
2 -1 1
-1 2 2
-3 1 -1 4
= = =2
z 2 2

C.4 METODO DE ELIMINAGAO DE GAUSS

O método de eliminacdo de Gauss para sistemas lineares baseia-se na aplicacao de trés

operacdes basicas nas equagdes de um sistema linear:

B Trocar duas equacoes;

B Multiplicar todos os termos de uma equacdo por um escalar ndo nulo;
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B Adicionar a uma equagao o multiplo da outra.

Ao aplicarmos as operacOes acima a um sistema linear obtemos um novo sistema tendo
as mesma solucdes que o anterior. Dois sistemas que possuem as mesmas solucdes serdo di-
tos equivalentes. Ao utilizar as aplicacOes anteriores de modo sistematico podemos chegar
a um sistema equivalente mais simples e cuja solucdo é evidente.

Ilustraremos a utilizacdo dessa técnica em alguns exemplos

Exemplo 3.15 Um sistema com soluc¢éo tinica. Considere o sistema:

2x + 8y + 6z =30
2x —y =3
dx+y+z=12
Vamos determinar as solucoes desse sistema, se existirem.

Solucéo:

Comecaremos representando esse sistema através de sua matriz aumentada:

2 8 630
2 -1 0|3
4 1 1112

Essa matriz é obtida adicionando a matriz de coeficientes uma coluna com a matriz de
constantes.

No método de Gauss, o primeiro objetivo é colocar um 1 na entrada superior a esquerda
da matriz. Para isso comecamos dividido a primeira linha por 2. Fazendo isso obtemos

1 4 3|15
2 -1 0|3
4 1 1112

O préximo passo é fazer com que os outros coeficientes da primeira coluna sejam 0. Para
isso multiplicamos a primeira linha por —2 e adicionamos a segunda, e multiplicamos a
primeira linha por —4 e adicionamos na terceira. Feito isso obtemos:

1 4 3 15
0 -9 -6 |-27
0 —-15 —-11| —48

Agora repetiremos o procedimento na segunda coluna, ignorando a primeira linha. Para
isso multiplicaremos a segunda linha por —1/9:
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1 4 3|15
o 1 3% |3
0 —15 —11|—48

Multiplicando a segunda linha por 15 e adicionando a terceira, temos:

15
3
-1(-3

Wi W

1 4
01
00
E desta forma o sistema de equacdes correspondente é:

x+4y+3z=15
y+ %z =3
—z=-3
E logo z = 3. Substituindo na segunda equacdo temos y = 1 e substituindo esses valores

na primeira equacdo temos x +4 4+ 9 = 15 e assim x = 2.
O

Exemplo 3.16 Um sistema com multiplas solucoes Considere o sistema:

2x + 6y + 2z + 4w = 34
3x =2y = -2
2x +2y +z+2w =15
Vamos determinar as solucoes desse sistema, se existirem.
Solucao:

Neste caso a matriz aumentada é:

2 6 2 4|34
3 -2 0 0|-2
2 2 1 2|15

Dividindo a primeira linha por 2 temos:

1 3 1 2|17
3 =2 0 0|-2
2 2 1 2|15
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Multiplicando a primeira linha por -3 e somando na segunda e multiplicando a primeira
linha por -2 e somando na terceira temos:

1 3 1 2|17
0 -11 -3 —-6|-53
0 -4 -1 -2|-19

Trocando a segunda linha com a terceira e dividindo posteriormente a segunda por —4
temos:

1 3 1 17
0 1} ¥

0 -11 -3 —-6|-53

Ni= N

Multiplicando a segunda linha por 11 e adicionando a terceira temos:

13 1 2|17
B

1 _ 1| _3
00 —3 —2[—1

Finalmente multiplicando a terceira linha por —4 temos:

17
19

4

1
0
0 3

S = W
— R =
N NI= N

A ultima linha nos permite expressar z em funcéo de w: z = 3 — 2w. Substituindo o valor

de z na segunda linha temos que y = 4 e finalmente substituindo esses valores na primeira
linha temos que x = 2

1 00 02
010 0|4
0 01 23

Exemplo 3.17 Resolva o sistema linear por escalonamento:

1x+4y =12
2x —y =3
3x+y =10
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Solucéo:

Neste caso a matriz aumentada do sistema é:

1 4 0]12
2 -1 0|3
3 1 0|10

que pode ser reduzida a:

1 4 0|12
7
01 0] 3
1
0 0 0]—3
Esse sistema ndo possui solugoes, pois a tltima linha é impossivel de ser satisfeita 0 = —%
O
Exercicios

Ex. 4.1 — Prove que o sistema

X+ 2y + 3z — 3t = a
2x =5y —3z+12t = b
7x +y+8z+ 5t = c

admite solucdo se, e somente se, 37a + 13b = 9c. Ache a solucéo geral do sistema quando
a=2eb=4.

Ex. 4.2 — Resolva os seguintes sistemas por escalonamento:
2) x+5y=13
4x+3y =1
x+2y—3z=0
b) 5x —3y+z=-10
—2x—-y+z=1
X+y+2z2=6
© § 2x—y+z=3
x+3y—z=3
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x—y+2z2—t=0
d § 3x+y+3z+t=0

x—y—z—5t=0

X+y+z
e) 2x+5y—2z =
X+7y—7z
3x+2y—4z =
X—y—+z
D x—y—3z
3x+3y—5z =
—X+y+z

x—2y+ 3z
2) { Y

I
W o= Ul W o

I
|
w

S O = O

2x + 5y + 6z

Ex. 4.3 — Determine m de modo que o sistema linear seja indeterminado:

mx +3y =12
2x+1/2y =5

Ex. 4.4 — Para o seguinte sistema linear:

m*x —y =0
Ix +ky =0

Determine o valor de m de modo que o sistema:

a) tenha solucdo unica (trivial)

b) seja impossivel

Ex. 4.5 — Determinar a e b para que o sistema seja possivel e determinado

3x—-7y=a

x+y=">b
5x + 3y = 5a + 2b
X+2y=a+b-1
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Ex. 4.6 — Determinar o valor de k para que o sistema

x+2y+kz=1
2x +ky+8z=3

tenha:
a) solucdo unica
b) nenhuma solugédo

c) mais de uma solugédo

Ex. 4.7 — Resolva o sistema

{

Ex. 4.8 — Discuta os seguintes sistemas:
x+z=4
a) y+z=>5
ax+z =4

—8
=1

+

== =N
Q= QW

xt+z+w=0
x+ky+KPw=1
x+(k+1)z+w=1
x+z+kw=2

b)

Ex. 4.9 — Determine k para que o sistema admita solucao.

—4x+3y = 2
5x—4y = 0
2x —y = k
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D WOLFRAM ALPHA E MATHEMATICA

Uma ferramenta interessante para o estudo matematica (geometria, calculo, dlgebra linear,
...) disponivel gratuitamente na internet € o WolframAlpha (http://www.wolframalpha.com/)
que aceita alguns dos comandos do software Wolfram Mathematica.
Para mais exemplos do que € possivel fazer com o Wolfram Alpha veja http://www.wolframalpha.com/example

D.1 PLOTAGEM

Existem alguns comandos do Mathematica que permitem a plotagem de graficos e curvas

no espaco e no plano, tteis, por exemplo, no estudo do conteido do Capitulo [8
Descreverei aqui alguns comandos que podem ser util ao estudante que quer ganhar

uma intuicdo com os diversos sistemas de coordenadas e com a parametrizagdo de curvas.

D.1.1  No Plano

Plot [f[x], {x, Xmin> Xmax}]

O comando acima plota o gréfico da funcéo f(x) para x entre X, € Xpax

Figura D.1: Gréafico de x® — 2x% + 3.

Exemplo 4.1 Plotar o grafico de x> — 2x*> + 3 entre —2 e 5.

Solucao:

Plot[x"3 -2x"2 + 3, {x, -2, 5}]
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-3 -2 -1 1 2

Figura D.2: Gréfico de e*.

05

\
_10F N \//

Figura D.3: Gréfico de sen x.

Exemplo 4.2 Plotar o grafico de e* entre —3 e 2.

Solucéo:

Plot [Exp[x], {x, -3, 2}]

Exemplo 4.3 Plotar o grafico de sen x entre 0 e 471.

Solucao:

Plot[Sin[x], {x, 0, 4Pi}]

PolarPlot[r[0], {0, 6,in>, Omax}]

O comando PolarPlot plota o grafico da funcédo r(6) para 6 entre 60,,;,, € 0, usando

coordenadas polares.

Exemplo 4.4 Plotar o gréfico da funcéo constante r(f) = 2 para 0 entre 0 e 27t em coorde-
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Figura D.4: Circulo de raio 2.
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Figura D.5: Espiral.

nadas polares.
Solucao:

PolarPlot[2, {t, 0, 2 Pi}]

O
Exemplo 4.5 Plotar o gréfico de r(t) = 2t para t entre 0 e 67t em coordenadas polares.
Solucéo:
PolarPlot[2 t, {t, 0, 6 Pi}]

O

Exemplo 4.6 Plotar o grafico de sen(2t) para t entre 0 e 471 em coordenadas polares.

Solucao:
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Figura D.7: Lemniscata.

PolarPlot[Sin[2 t], {t, 0, 2 Pi}]

ParametricPlot [{f,[t], £,[t]1},{t, tumin, tmax}]

ParametricPlot pode ser usado para plotar curvas parametrizadas no plano euclideano.
No caso, o comando esta plotando a curva X(t) = (fx(t), fy(t)) para t variando entre t,,;,

e thax-

Exemplo 4.7 Plotar a curva X(t) = (cost,sen(2t)) para t entre 0 e 27t.

Solucéo:

ParametricPlot [{Cos[t], Sin[2t]}, {t, 0, 2 Pi}]

Exemplo 4.8 Plotar a curva X(t) = (u® — 4u, u®> — 4) para u entre —2,5 e 2,5.

Solucao:
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Figura D.9: Helicdide.

ParametricPlot[u"3 - 4 u, u™2 - 4, u, -2.5, 2.5]

D.1.2 No Espaco

ParametricPlot3D[{f,[t], £,[t], £, [t]1},{t, tuin, tmax}]

A fungéo descrita acima permite para plotar a curva parametrizada X(t) = (fx(t), fy(t), fz(t))
no espaco euclideano para t variando entre f,,;, € tyax.

Exemplo 4.9 Plotar a helicdide X(t) = (sent,cos(t),t/10) para t entre 0 e 20.

Solucao:

ParametricPlot3D[{Sin[t], Cos[t], t/10}, {t, 0, 20}]
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1[h]

Figura D.10: Plot3D.

Plot3D[f [X,y:l, {x, Kmin » Xmax}; {y: Ymin » Ymax}]

Tal comando plota o grafico da funcdo f(x,y) no espaco para x entre X, € Xyax € Y

entre Yyin € Ymax-

Exemplo 4.10 Plotar o gréfico de f(x,y) = senxcosx para x e y entre 0 e 2.

Solucao:

Plot3D[Sin[x] Coslyl, x, 0, 2 Pi, y, 0, 2 Pi]

0
D.2 CALCULO E ALGEBRA LINEAR
Limit [f[x],x->al
Calcula o limite de f(x) quando x tende a a:
lim f(2).
Exemplo 4.11 Calcule lim,_,(1/x).
Solucao:
Limit[1/x, x -> Infinity]
Resultado:
lim (1/x) =0
0
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Df[x], x]

Calcula a derivada de f(x) qem relacéo a x:

df
a(x)-

dcosx

Exemplo 4.12 Calcule 5% (x).

Solucéo:
D[Cos[x], x]

Resultado:

dcosx
dx

(x) = —senx

Integrate[f[x], x]

Encontra uma primitiva da funcdo f(x) quando integramos em relacéo a x:

/f(x)dx

Exemplo 4.13 Encontre uma primitiva de 1/ x.

Solucao:
Integrate[1/x, x]

Resultado:

/1/xdx =logx

Inverse[M]

Calcula a inversa da matriz M.

Exemplo 4.14 Encontre a matriz inversa de:
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o = N
_ kO

Solucéo:

Inverse[{{1,2,0},{3,1,1},{2,0,1}}]

Resultado:
-1 2 =2
M= 1 -1 1
2 —4 5

270



Geometria Analitica e Vetorial - Daniel Miranda, Rafael Grisi, Sinué Lodovici

Respostas de Alguns Exercicios
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Respostas de Alguns Exercicios

Capitulo 1

1.1 a)AB+ BE = AF — BE = AF — AB
b)AG = AC + CG = AC + BE = AC + AF — AB
c.)Comoﬁ+ﬁ:ﬁeﬁ:ﬁiﬁ:ﬁ—ﬁ

d)BC = BE + FG
e.)Dica: A—(i = zﬁ + ETI):
£)AC

g'.)Dica:zﬁ:B‘C)eIﬁ:A‘B%
1.2 a)DF = DC+ CO+ OF = DC + 2DE ¢)DB = DC + CO + OB = DC + DE + DC =

2DC + DE

e)EC = ED+DC = —DE +DC

£)2DC g)DC

1.3 a.)0b.)0
c.)—I—T/K = IY
d.)—OF — DE

1.5 3f;

1.6 AN—lAB+ ET&

BD = _Bﬁ R
m:_ﬁ+§ﬁ

—_— =
1.8 Note que AM = A A+ 11@ e como:

CM + MA + AC =0

temos que
— A
m:—(ﬁ_ﬁ)ﬂﬁ
H
CM=- /\+1R+A—+1ﬁ
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1.9 a.)

@zZu—v

ﬁzSu—v
b.)Os lados AD e BC séo paralelos.

4du 3o u v u-+o u—ov
1.12 a.)x—7+ﬁ,y_§—ﬁb,)x_ 5 Y= 1

1.14 a.)Observe que (—a) v+ (av) = 0 (Porque?)
Conclua que (—«) v é o oposto de (av).

A
1.18 Dica: suponha Ay # 0 entdo u = —A—zv e logo u e v sdo paralelos absurdo. Logo

1
A =0

2.14

[AQll _ (n+m)m" [[BQ|| _ (n'+m')m
DRIl (0" +m)n[|CQ[l  (n+m)n’

2.18 Sejab = 1@ ec= R, entdo temos:

-3 _ AE >  AB+4C
2 2

e logo:

-3 _ AB+ac
4

Também temos que:

2 _ AC

1+A

Como F, D e B sao colineares entio:

ﬁ:mﬁ—i—(l—zx)ﬁ

e assim
— 1
AF=(1- %x)ﬁ + szﬁ
E conse uentementel—goc—Oeloc—LeassimA—Z
9 4TV T I -

Logo F divide o segmento AC na razio 1 : 2.
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2.19 Assuma que zﬁ = a, ﬁ =Dbe R = a+ b. Entdo 1@1 = Ma, zﬁ1 = Ab e

ACy = As(a+b)

Como os trés pontos Ay, By e C; estdo na mesma reta entao:

— —
B1Ci = kB] D1

—
Mas B1Cy = R1 — 1@ /\3 — /\1 a + A3b
e
e BiDy = AD; — AB; = —Aja + Asb
Substituindo as expressdes acima em [D. 1], obtemos:

(Ag, - A1) a+ Asb = —kAja+ kA
Isolando a, b:
a</\3—/\1—|—k/\1)—|—b(/\3—k/\2) =0

Elogo A3 — A1 +kAy =0e A3 —kAp = 0.

(D.1)

A
Da segunda equacao obtemos k = }\_3 Substituindo k na primeira equacdo e dividindo a

2
mesma por AjA3 segue

i_1.1
A AL Ay

Mw1A+ﬂj@

5.4 Dica: Observe que
zﬁ—i—@—I—ZB—z)‘l:z@—I—B—z)‘l—F@—l—B—z)‘l

—CA=—AC

5.5 B? —b—ga

5.9 A igualdade equivale a

(my —my)a+ (ng —n)b=0

Como os vetores sdo L.I. temos que (m; —my) = 0 e (11 — ny)

1+A+pu

5.10
A1+ p)

Capitulo 2

=0
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3.6 Dado que a+ b + ¢ = 0, calculando o produto de ambos os lados da equac@o sucessi-
vamente com a, b e ¢ temos:

a-ata-b+a-c=0=a-b+a-c=-9

b-a+b-b+b-c=0=b-a+b-c=-25

ccat+c-b+c-c=0=c-at+c-b=-49
Resolvendo o sistema anterior temos a-b = 12—5 e assim cosf = % e logo 6 zg

o
3.10 Denotando u = OA, —u = OB e u = OC temos lul| = ||—ull = ||v]| = 7.
E assim:

R-Ei_()?:(v+u)(v—u):v~v—u~u20
C

4.3

4.4 a=(1,1,0)

5 1 1
4.5 vV = <Z’_§’_Z>

4.14 [Dica: Escreva o determinante em termos dos menores da primeira linha e compare com
u- (v x w). Isto também prova que u- (v x w) = v- (w X u). Porque? ]

4.15 A érea do triangulo é dada por:

1 1 1
A= luxv =5 uxwl =3 |vxw|
e assim temos que
[ux v = fluxw| = [lvxw]|

Mas [[u x v|| = [[u][[|v] sena, [[u x w|| = [[ul|[|w||sen e [|v x w|| = |[v][[|w] seny
E logo:

« _ B v
fwi vl [ul
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Capitulo 3

x=—t
1.2 [A resposta ndo € tinica] a.)Equacbes paramétricas: ¢ y =1 — 3¢
z=1+3t
x=1+2t
. o x y—1 z-1 ~ ‘o
Equac6es na forma simétrica: =3 3 b.)Equacdes paramétricas: { y =t
z=—-2+3t
N o —1 z+2 N (oo
Equagdes na forma simétrica: S =V= 3 c.)Equacdes paramétricas:
t
B Fixox:({ y=
z=0
=0
B Fixoy:{ y=
z=10

0
B Eixoz:¢ y=0
z=t

x=1
Equacdes na forma simétrica: Ndo existem. d.){ y =2
z=1+t
Equac6es na forma simétrica: Ndo existem.
x=1+1¢
e)s y=2
z=1
Equac6es na forma simétrica: Ndo existem.
x=2-3t
f.)EquacgOes paramétricas: { y =1+ 8¢
z =4t

~ . .. x=2 y—=1 =z
Equac6es na forma simétrica: =5 = -

g.)Equacdes paramétricas: { y =1+ 5¢

~ .. X
Equac6es na forma simétrica:

1.3 r:3x+4y — 9 = 0. Interseccdes: 0, = e (3,0).
x=3+5t
y=>5+2t
Equacdes na forma canénica: 2x — 5y + 19 =0

1.4 a.)Equagbes paramétricas: {
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=t
b.)Equacoes paramétricas: { X 13
y=1-

Equacoes na forma canénica: x +y —1 =10

Capitulo 4
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INDICE REMISSIVO

/, 053
angulo
entre dois vetores,

polar, 207

amplitude focal

elipse, 165

hipérbole, 173
assintota, 174
assintotas

hipérbole, [173] 174
azimute, 207

base,

bases ortonormais, [64]
bijecdo, 5]
braquistécrona,

conicas, [163]
cardidide, 204
centro
elipse, [165]
hipérbole, 173
cicloide,
circuncentro,
coeficiente angular,
colatitude, 207
colinear, [8]
combinacio linear,
conjunto principal de coordenadas pola-
res,
convexo, [184]
coordenadas,

esféricas,
polares,
corda
elipse, 165!
hipérbole, 173
pardbola, [179]
coroa fundamental
elipse, 165!
curva,
fechada,
loxodrémica,
regular,
simples,
curva parametrizada,

determinante,
dimenséo,
diretriz,
pardabola,
distancia focal
elipse, [165]
hipérbole, 172

eixo
da parabola,
eixo conjugado
hipérbole, 173
eixo de simetria
parabola,
eixo focal
elipse, [165]
eixo maior

elipse, 165!
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eixo menor
elipse, 165l
eixo ndo focal
elipse, [165]
eixo polar,
eixo transverso
hipérbole, [172]
elementos
de uma matriz,
eliminagio gaussiana,
elipse,
equacao
afim,
cartesiana, [103]
forma canoénica, [103]
reduzida,
equacgao geral
do plano, 11Tl
equacéo quadrética,
equacao reduzida
elipse,
hipérbole, 173
parabola,
equacao vetorial
da reta,

equagdo vetorial do plano,

equacdes paramétricas
da reta,

equacOes paramétricas da reta,
equagbes paramétricas do plano,
equagdes simétricas da reta,

escalar,
excentricidade, [I88]

Formula de Bhaskara, [184]
foco

pardbola, [179]
focos
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elipse, 165!
hipérbole, 172

forma canonica

elipse, [165]

hipérbole, [172] 173
parabola,

froma canonica

funcdo quadratica, [183]

funcéo

bijetora, [51]
injetora,
sobrejetora, [52f

funcdo quadratica

uma variavel, [I80]

gera, (38

hipérbole,

equilétera, [T73]

injecdo,

lactus rectum, [165]

LD, 24

Lei

dos Cossenos,
dos Senos,

LI, 24
linearmente
dependentes, [24]
independentes, 24]
longitude, 207
lugar geométrico ,
matriz,
coluna,

identidade,
invertivel,
linha,

nula,



produto, 250

quadrada,
soma,
menor

de uma matriz, 250
multiplicagdo por escalar,

norma, [4]
notacdo de Grassmann,

operacoes com vetores, [11]
ortocentro, [73]

parébola,
parametro
pardbola, [179]
parametros geométricos
elipse,
hipérbole, 173
plano
equacao geral, 111l
equacao vetorial,

equagdes paramétricas,

polo,
ponto
inicial,
ponto médio,
pontos
colineares, [8]
produto
de matrizes,
escalar, [69]
interno, [69]

ramos

da hipérbole,
regra do paralelogramo,
retangulo fundamental

elipse, [165]

hipérbole, 173
reta
equagdes simétricas,
diretriz,
equacio vetorial,

equagdes paramétricas,

reta focal
elipse, [165]
hipérbole, 172
reta nao focal
elipse, [165]
retas
coincidentes,
concorrentes,
ortogonais,
paralelas,
perpendiculares,

segmento
nulo,
orientado,
segmento focal
elipse, [165]
hipérbole, 172
semelhanca,

sistema cartesiano de coordenadas, [53]

sistema de coordenadas, [51]
associado,
obliquo, 53]

sistema de coordenadas
vetorial,

sistema linear, 254

sobrejecéo,

soma
de ponto com vetor, 43
de matrizes,

soma de vetores, [8]

somatorio, 237

283



subtracdo de vetores,

tautocrona,
Teorema

de Cramer,
teorema da base

espaco, [40]

plano,
triangulo

ortocentro, [73]
triangulo fundamental

parabola,

vértice
parébola,

vértices
elipse, [165]
hipérbole, 172

versor, [7]

vetor
multiplicacdo por escalar,
aplicado,
coordenadas,
direcional, [7]
diretor, [7]
nulo, 4
oposto,
posicéo,
unitério, [7]

vetores, [3]
coplanares,
ortogonais,
paralelos, [4] [§]
soma, [8]
subtracéo,

zénite,
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