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(2,0) Questdo 1. Seja S a superficie de equagdo x> — 2xy — 2y +z> = 1esejay : R — R3 uma
curva diferencidvel cuja imagem esta contida em S, tal que y(2) = (2 2,3) e 9'(2) # (0,0,0).
Considere ainda uma fungédo ¢ : R® — R de classe C! com V¢(2,2,3) = (4,0, —4).
Sabendo que fp = 2 é ponto de minimo da fungdo ¢(t) = g(y(t)), determine uma equagio
para a reta tangente a trajetéria (imagem) de v em (2).

Solugao:

Observemos que a superficie S é a superficie de nivel 1 da funcéo de classe C! dada por

f(x,y,z) = x2 — 2xy — 2y + 2%

Do fato de que a imagem de 7 estd contida em S resulta que V£(2,2,3) é ortogonal a S e,
portanto, que V£(2,2,3) = (0, —6,6) é um vetor ortogonal a /(2).

De outro lado, por ser t, = 2 ponto de minimo da fung¢do diferenciavel ¢(t) = g(y(t)) em R,
resulta que ¢'(2) = 0. Logo, pela regra da cadeia, obtemos que Vg(y(2)) - v/(2) = 0, ou seja,
Vg(2,2,3) é também ortogonal a y/(2).

Desde que os vetores Vf(2,2,3) = (0,—6, —6) e Vg(2,2,3) = (4,0, —4) formam uma conjunto
linearmente independente e cada um deles é ortogonal a 7/(2) # (0,0,0), podemos concluir que

v'(2) é paralelo ao vetor Vf(2,2,3) AVg(2,2,3) = (24,24,24).

Portanto uma equacdo da reta tangente pedida é (x,y,z) = (2,2,3) + A(1,1,1),com A € R.



Veja a Q2B!



-A-
Questdo 3. Determine os pontos criticos da fungéo f(x,y) = x* +y* — 2x? 4 4xy — 22 e classifique-

os, justificando, quanto a maximo local, minimo local ou sela.

Inicialmente calculemos as derivadas parciais da f:

U (x) = 4x® — U (xy) = 4 + 4x —
e (x,y) = 4x° —4x + 4y, 3y (x,y) = 4y” +4x — 4y,
s ” 7

_ 2 _
T (oY) =122 =4, 55

Agora determinemos os pontos criticos da f,

192 _
(x,y) =12y" —4 e axay(x,y) 4,

{ 4x3 —4x + 4y =0,
43 +4x — 4y = 0.
Somando as duas equacgdes obtemos, 4x° + 4y° = 0, logo > = —x>, assim y = —x. Substituindo em
qualquer equacdo acima temos que, 0 = 4x> — 8x = 4x (x> —2),logo x = 0,daiy = O ou x = ++/2,
daiy = —+/2. Entdo os pontos criticos da f sdo (0,0), (\f, —\@) e (—ﬁ, \@)

Classifiquemos estes pontos quanto a maximo e minimo locais:

A funcao hessiano da f é dada por

3x2—-1 1
|

12x2 — 4 4

HEw) =77y 12 a

‘:16' =16[(3x* —1)(3y* — 1) — 1],

entdo H(0,0) = 0e H(v/2, —v2) = H(—/2,v/2) = 16.24 > 0.

Como gzxz(\@,—\@) = gi];(—\@, V2) =20 > 0, entdo (v/2, —v/2) e (—/2,1/2) sdo pontos de
minimo locais da f.

Como H(0,0) = 0, entdo nada podemos afirmar sobre este ponto utilizando este método da
fungdo hessiano.

Notemos que f(x,y) = x* +y* — 2x% + 4xy — 2> = x* +y* —2(x —y)? e £(0,0) = 0.

Por outro lado, f(x,x) =2x* > 0 = £(0,0) paratodo x € Re f(x,0) = x* —2x? = x?(x* —2) <0
para todo x € [—+/2,/2]. Logo (0,0) é ponto de sela!



(3,0) Questio 4.

“A-

Determine, caso existam, os pontos de maximo e de minimo da funcdo

f(x,y,z) = 2x* — y*> — z2 sobre o conjunto D = {(x,y,z) € R® | X2 +y?>+ (z—1)2 <5 e x +z =2}

O conjunto D é fechado e limitado do IR, pois
é um circulo contido no plano x 4+ z = 2 delimi-
tado pela esfera x> + y?> + (z — 1)2 = 5 e a funcdo
f é continua em D. Logo o teorema de Weiers-
trass garante que f tem ponto de maximo e de

minimo em D.
Determinemos entdo os candidatos.

> +y>+(z—-1)2%2-5e
h(x,y,z) = x +z — 2. Observamos que f é uma

Sejam g¢(x,y,z) =

funcdo diferenciavel e as fungdes ¢ e h sdo de
classe C1, pois sdo todas polinomiais.

I) Segundo o Teorema dos Multiplicadores de Lagrange, os candidatos a extremantes locais de f

no plano x + z = 2 sdo solugdes do seguinte sistema:

{Vf(x,y,2),Vh(x,y,z)} éLd.

{(4x, -2y, —2z),(1,0,1)} é 1.d.

h(x,y,z) =0 x+z—-2=0
i f k =0 x=-2
4x -2y -2z |=(0,0,0) ¥y= N
z=—2x =4q y=0
1 0 1 x+z—2=0 z=4
x+z—2=0 N N

Como (—2)? +0? + (4 —

1)2 > 5, temos que o ponto (—2,0,4) & D.

IT) Seja -y a curva que é a intersecgdo do plano x + z = 2 com a esfera x* + y> + (z — 1)2 = 5.

Segundo o Teorema dos Multiplicadores de Lagrange, os candidatos a extremantes locais de f

sobre 7y sdo solugdes do seguinte sistema:

{Vf(x,y,2),Vg(xyz),Vh(x,yz)}éld.

8(x,y,2) =0
h(x,y,z) =0
43xy+y) =0

=
x+z—2=0

Como £(2,0,0) =8, f(~1,0,3) = 7 e f(—},+27, )

)
7
3

4x -2y -2z
2x 2y 2(z—-1)|=0
= 1 0 1

x> +y>+(z—1)2=5
| x+z—-2=0

x>+y?+(z—1)?2=5 =(2,0,0),(-1,0,3) e (—%, j:ZTﬁ, %) sdo solugoes do sistema.

= —% = —8,333, obtemos que (2,0,0) é

o ponto de méximo e (—%, j:ZT‘ﬁ, £) sdo os pontos de minimo de f sobre D.



“A-
(2,0) Questdo 1. Seja S a superficie de equagdo x> — 3xy +8y +2(z —1)> = 8esejay: R — R3
uma curva diferencidvel cuja imagem estd contidaem S, tal que y(1) = (1,1,0) e 4/(1) # (0,0,0).
Considere ainda uma fungéo ¢ : R® — R de classe C! com Vg(1,1,0) = (2, -2,0).
Sabendo que fp = 1 é ponto de minimo da fungdo ¢(t) = g(y(t)), determine uma equagio

2

para a reta tangente a trajetéria (imagem) de v em y(1).

Solugao:

Observemos que a superficie S é a superficie de nivel 8 da funcéo de classe C! dada por
f(x,y,2z) = x> — 3xy + 8y +2(z — 1)2.

Do fato de que a imagem de 7 estd contida em S resulta que Vf(1,1,0) é ortogonal a S e,
portanto, que V£(1,1,0) = (—1,5, —4) é um vetor ortogonal a 9/(1).

De outro lado, por ser t, = 2 ponto de minimo da fung¢do diferenciavel ¢(t) = g(y(t)) em R,
resulta que ¢'(1) = 0. Logo, pela regra da cadeia, obtemos que Vg(y(1) - /(1) = 0, ou seja,
V¢(1,1,0) = (2,—2,0) é também ortogonal a 7/ (1).

Desde que os vetores Vf(1,1,0) = (—1,5,—4) e Vg(1,1,0) = (2, —2,0) formam uma conjunto
linearmente independente e cada um deles é ortogonal a 7/(1) # (0,0,0), podemos concluir que
v'(1) é paralelo ao vetor Vf(1,1,0) A Vg(1,1,0) = (—8,—8, —8).

Portanto uma equacdo da reta tangente pedida é (x,y,z) = (1,1,0) + A(1,1,1), com A € R.
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(2,5) Questio 2. Deseja-se encontrar os pontos de méximo e de minimo de f (x,y) = x%y% sobre o
conjunto K = {(x,y) € R?:5x +3y < 10,x > 0,y > 0}.
a) O problema tem solugao? Justifique.

b) Em caso afirmativo, determine tais pontos.

¢) A funcdo f acima tem ponto de maximo sobre o conjunto
D = {(xy) € R*:5x +3y < 10,x > 0,y > 0}? E de minimo? Justifique suas respostas.
3

)
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Questio 3. Determine os pontos criticos da fungao f(x,y) = x* +y* — 3x% + 6xy — 3y? e classifique-

os, justificando, quanto a maximo local, minimo local ou sela.

Inicialmente calculemos as derivadas parciais da f:

o

_ of _ N
5 x,y) = 4x° — 6x + 6y, y(x ,y) = 4y° 4 6x — 6y,

7f _ S 102 P f
82( y) = 12x2 6ay2(x,y)—12y 6 e ay(xy)

Agora determinemos os pontos criticos da f,
4x3 —6x + 6y =0,
413 + 6x — 6y = 0.
Somando as duas equacgdes obtemos, 4x° + 4y° = 0, logo > = —x>, assim y = —x. Substituindo em
qualquer equacéo acima temos que, 0 = 4x3 — 12x = 4x(x?> — 3),logo x = 0,daiy = 0 ou x = +./3,
daiy = —+/3. Entdo os pontos criticos da f sdo (0,0), (\@, —\/§) e (—\@, \@)
Classifiquemos estes pontos quanto a maximo e minimo locais:

A funcao hessiano da f é dada por

2x% —1 1
1 221

12x2 — 6 6
HEy) =176 12 6

entdo H(0,0) = 0e H(+/3, —/3) = H(—+/3,v/3) = 36.24 > 0.
Como —(f —V3) = f( V/3,V/3) =30 > 0, entdo (1/3, —/3) e (—+/3,1/3) sdo pontos de

minimo locals da f.

‘:36‘ =36[(2x* —1)(2y* — 1) — 1],

Como H(0,0) = 0, entdo nada podemos afirmar sobre este ponto utilizando este método da
fungdo hessiano.

Notemos que f(x,y) = x* +y* — 3x% + 6xy — 3y> = x* + y* = 3(x —y)? e £(0,0) =

Por outro lado, f(x,x) = 2x* > 0 = f(0,0) paratodo x € Re f(x,0) = x* —3x% = x?(x* = 3) <0
para todo x € [—+/3,1/3]. Logo (0,0) é ponto de sela!



(3,0) Questao 4.

f(x,y,z) = 22> — y?> — x? sobre o conjunto D = {(x,y,z) € R3 | x> + (y

b-

Determine, caso existam, o ponto de méaximo e de minimo da fungdo

—1)?2+2z2<5e y+z=2}.

O conjunto D é fechado e limitado do IR, pois
é um circulo contido no plano y + z = 2 delimi-
tado pela esfera x> + (y — 1)?> 4+ z2 = 5 e a funcdo
f é continua em D. Logo o teorema de Weiers-
trass garante que f tem ponto de maximo e de

minimo em D.

Determinemos entdo os candidatos.

Sejam g(x,y,z) = ¥+ (y—1)2+2z2-5e
h(x,y,z) = y 4+ z — 2. Observamos que f é uma
funcdo diferenciavel e as fungdes ¢ e h sdo de
classe C1, pois sdo todas polinomiais.

I) Segundo o Teorema dos Multiplicadores de Lagrange, os candidatos a extremantes locais de f

no plano y + z = 2 sdo solugdes do seguinte sistema:

{Vf(x,y,2),Vh(x,y,z)} éLd. {(

—2x,—-2y,4z),(0,1,1)} é 1.d.

h(x,y,z) = y+z—2=0
‘ f £ x=20 x=20
—2x =2y 4z | =(0,0,0) - -
= y=— = =4
0 ! ! +z—-2=0 z= -2
y+z—2=0 4 - -
Como 0% + (4 — 1)%2 + (=2)? > 5, temos que o ponto (0,4, —2) & D.

IT) Seja -y a curva que é a intersecgéo do plano y + z = 2 com a esfera x> + (y —

1) 42 =5.

Segundo o Teorema dos Multiplicadores de Lagrange, os candidatos a extremantes locais de f

sobre 7y sdo solugdes do seguinte sistema:

—2x 2y 4z
{Vf(x,y,2),Vg(x,yz),Vh(x,yz)}éld. 2x 2(y—-1) 2z |=0
8(x,y,z) = = 0 1 1
h(x,y,z) =0 x>+ (y—1)2+2z2=5
ly+z—-2=0
43xz+x) =0
= 2+ (y-12+2z2=5 =(0,0,2),(0,3,—1,) e (jzzTﬁ, %, —%) sdo solucdes do sistema.
y+z—-2=0
Como £(0,0,2) =8, £(0,3,—1) = —7e f(+2¢7,7, 1) = _75 — _8,333, obtemos que (0,0,2) ¢

-1)
o ponto de méximo e (iz\f Z, -1

) sdo os pontos de minimo de f sobre D.



