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Questão 1. (3,0) Sejar a reta tangente, no ponto (1, -1, 1), à curva que é a intersecção do gráfico
x4y2 + 2de f(x, y) = 3

com a superfície de equaçãox2 + y2 + z2 - 6x + y + z + 3 = O, Considere a

função G(x, y, z) = x2y + y:J+ xz - z + Z2, Sabe-se que a direção de máximo crescimento de
C" num

ponto F, é paralela à retar.

Determine P, a direção e sentido de maior crescimento de G emP e a maior taxa de variação

de G nesse ponto,
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Questão 2. (3,5) Determine os valores máximo e mínimo def(x, y, z) = xz + 2y em 5, onde

5 = {(x, y, z) E JR31x2+ Z2+ xz + y2 = 25 ey ;:::2}. (Obs.: Você pode admitir, sem justificar, que

o problema tem solução.)
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Questão 3. Seja f(x, y) = (y2 − 4)(x2 − 5x+ 6) + 5x2 − 8x.

(1,5) a) Dados os pontos (2,−4), (4, 0) e (2, 4), decida quais deles são pontos de máximo local, de

mı́nimo local ou ponto de sela de f .

(2,0) b) Determine os valores máximo e mı́nimo de f em D, onde D é a região do plano delimitada pelo

retângulo de vértices (−7,−2), (0,−2), (0, 2) e (−7, 2).

Resolução:







∂f

∂x
(x, y) = (y2 − 4)(2x− 5) + 10x− 8 = 0

∂f

∂y
(x, y) = (2y)(x2 − 5x+ 6) = 0 ⇒ y = 0 ou x = 2 ou x = 3

(y = 0) ⇒ (−4)(2x− 5) + 10x− 8 = 0 ⇒ x = −6

(x = 2) ⇒ (y2 − 4)(−1) + 20− 8 = 0 ⇒ y2 = 16 ⇒ y = −4 ou y = 4

(x = 3) ⇒ (y2 − 4)(1) + 30− 8 = 0 ⇒ y2 + 18 = 0 (não convém)

Portanto, os únicos pontos cŕıticos de f são (−6, 0), (2,−4) e (2, 4). Isso implica que (4, 0)

não é ponto cŕıtico de f .

H(x, y) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(y2 − 4)(2) + 10 2y(2x− 5)

2y(2x− 5) 2(x2 − 5x+ 6)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

H(2,−4) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

34 8

8 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −64 < 0 ⇒ (2,−4) é ponto de sela.

H(2, 4) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

34 −8

−8 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −64 < 0 ⇒ (2, 4) é ponto de sela.
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Pelo item (a) sabemos que (−6, 0) é o único ponto cŕıtico

de f pertencente à D.



Sejam

g1(t) = f(γ1(t)) = f(0, t) = (t2 − 4)6, −2 ≤ t ≤ 2,

g2(t) = f(γ2(t)) = f(t,−2) = 5t2 − 8t, −7 ≤ t ≤ 0,

g3(t) = f(γ3(t)) = f(−7, t) = (t2 − 4)90 + 301, −2 ≤ t ≤ 2,

g4(t) = f(γ4(t)) = f(t, 2) = 5t2 − 8t, −7 ≤ t ≤ 0.

Temos,

g′
1
(t) = 12t = 0 ⇔ t = 0 ⇒ (x, y) = (0, 0),

g′
2
(t) = 10t− 8 = 0 ⇔ t = 4

5
≥ 0, (não convém),

g′
3
(t) = 180t = 0 ⇔ t = 0 ⇒ (x, y) = (−7, 0),

g′
4
(t) = 10t− 8 = 0 ⇔ t = 4

5
≥ 0. (não convém).

Finalmente, temos que:

f(−6, 0) = −60,

f(0, 0) = −24,

f(−7, 0) = −59,

f(−7,−2) = 301,

f(0,−2) = 0,

f(0, 2) = 0,

f(−7, 2) = 301.

Ou seja, o valor máximo de f em D é 301 e o valor mı́nimo de f em D é −60.
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QUéstão 1. (3,0) Seja r a reta tangente, no ponto (-1,1,1), à curva que é a intersecção do gráfico

de f(x, y) =
x4y: + 2 com a superfície de equaçãox2+ y2+ Z2+ 6x - y + z + 3 = Q. Considere a

funçãoG(x, y, z)= x2y+ y3+ x.t - z + Z2. Sabe-se que a direção de máximo crescimento deG, num

ponto P, é paralela à reta r.

Determine P, a direção e sentido de maior crescimento deG em P e a maior taxa de variação

de G nesse ponto.
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Questão 2. (3,5) Determine os valores máximo e mínimo def(x, y, z) = yz + 2x em 5, onde

5 = {(x,y,z) E JR31y2 +Z2+YZ+X2 = 25 ex ~ 2}. (Obs.: Você pode admitir, sem justificar, que

o problema tem solução.)
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Questão 3. (3,5) Seja f(x, y) = (y2 − 4)(x2 − 6x+ 8) + 5x2 − 10x.

a) Dados os pontos (2,−3), (5, 0) e (2, 3), decida quais deles são pontos de máximo local, de

mı́nimo local ou ponto de sela de f .

b) Determine os valores máximo e mı́nimo de f em D, onde D é a região do plano delimitada pelo

retângulo de vértices (−8,−2), (0,−2), (0, 2) e (−8, 2).

Resolução:







∂f

∂x
(x, y) = (y2 − 4)(2x− 6) + 10x− 10 = 0

∂f

∂y
(x, y) = (2y)(x2 − 6x+ 8) = 0 ⇒ y = 0 ou x = 2 ou x = 4

(y = 0) ⇒ (−4)(2x− 6) + 10x− 10 = 0 ⇒ x = −7

(x = 2) ⇒ (y2 − 4)(−2) + 20− 10 = 0 ⇒ y2 = 9 ⇒ y = −3 ou y = 3

(x = 4) ⇒ (y2 − 4)(2) + 20− 10 = 0 ⇒ y2 + 1 = 0 (não convém)

Portanto, os únicos pontos cŕıticos de f são (−7, 0), (2,−3) e (2, 3). Isso implica que (5, 0)

não é ponto cŕıtico de f .

H(x, y) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(y2 − 4)(2) + 10 2y(2x− 6)

2y(2x− 6) 2(x2 − 6x+ 8)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

H(2,−3) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

20 12

12 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −144 < 0 ⇒ (2,−3) é ponto de sela.

H(2, 3) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

20 −12

−12 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −144 < 0 ⇒ (2, 3) é ponto de sela.
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f pertencente à D.



Sejam

g1(t) = f(γ1(t)) = f(0, t) = (t2 − 4)8, −2 ≤ t ≤ 2,

g2(t) = f(γ2(t)) = f(t,−2) = 5t2 − 10t, −8 ≤ t ≤ 0,

g3(t) = f(γ3(t)) = f(−8, t) = (t2 − 4)120 + 400, −2 ≤ t ≤ 2,

g4(t) = f(γ4(t)) = f(t, 2) = 5t2 − 10t, −8 ≤ t ≤ 0.

Temos,

g′
1
(t) = 16t = 0 ⇔ t = 0 ⇒ (x, y) = (0, 0),

g′
2
(t) = 10t− 10 = 0 ⇔ t = 1 ≥ 0. (não convém),

g′
3
(t) = 240t = 0 ⇔ t = 0 ⇒ (x, y) = (−8, 0),

g′
4
(t) = 10t− 10 = 0 ⇔ t = 1 ≥ 0. (não convém).

Finalmente, temos que:

f(−7, 0) = −81,

f(0, 0) = −32,

f(−8, 0) = −80,

f(−8,−2) = 400,

f(0,−2) = 0,

f(0, 2) = 0,

f(−8, 2) = 400.

Ou seja, o valor máximo de f em D é 400 e o valor mı́nimo de f em D é −81.
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